
cas particulier : Mₙ(ℂ)

Algèbre MP2I/MPI

Généralités sur les

endomorphismes u ∈ L(E, F)

Théorème du rangdim E = dim(Ker u) + dim(Im u)

Injectivité / Surjectivité

u injectif <=> Ker u = {0}

u surjectif <=> Im u = F

même dimension finie pour E et Fu injectif <=> u surjectif <=> u bijectif

Hyperplan H

noyau d'une forme linéaire non nulle

H = Ker φ avec φ ∈ L(E, 𝕂 ) ∖ {0}

en dimension finie n, dim H = n - 1

Somme

F et G supplémentaires <=> F ⊕ G = E

F ⊕ G : décomposition unique

Fᵢ somme directe <=> dim(∑ Fᵢ) = ∑ dim(Fᵢ)

F ⊕ G <=> F ∩ G = {0}

dim(∑ Fᵢ) ≤ ∑ dim(Fᵢ)

dim(F + G) = dim F + dim G - dim(F ∩ G)

Symétries / Projecteurs

projecteur p ∘ p = p

projette sur Im(p) parallèlement à Ker(p)

tr(p) = rg(p) = dim(Im p)

X² − X annulateur de p

symétrie s ∘ s = id

symétrie par rapport à Ker(s - id) parallèlement à Ker(s + id)

X² − 1 annulateur de s

Commutativité et stabilité

si u ∘ v = v ∘ u, alors

u(Ker v) ⊂ Ker v

u(Im v) ⊂ Im v

F stable par u <=> u(F) ⊂ F

Norme

Définition

‖λx‖ = |λ| ‖x‖homogénéité

‖x + y‖ <= ‖x‖ + ‖y‖inégalité triangulaire

‖x‖ = 0 <=> x = 0

‖x‖ ∈ ℝ⁺

distance d : (x,y) |-> ‖y − x‖

Quelques exemples

produit scalaire‖x‖ = √⟨x|x⟩

norme 1‖x‖₁ = ∣x₁∣ + ∣x₂∣ + ⋅⋅⋅

norme 2‖x‖₂ = √( x₁² + x₂² + ⋅⋅⋅ )

norme ∞‖x‖∞ = max(∣x₁∣, ∣x₂∣, ...)~~> convergence uniforme sur C⁰([a,b])

Boules, adhérence,
intérieur

Borné : ‖x‖ ≤ M

Boules

Boule ouverteB°(z, r) = { x ∈ E | ‖x − z‖ < r }

Boule ferméeB̅(z, r) = { x ∈ E | ‖x − z‖ ≤ r }

Sphère∂B̅(z, r) = { x ∈ E | ‖x − z‖ = r }

adhérence

A̅ = { x ∈ E | ∀r > 0, B(x,r) ∩ A ≠ ∅ }

ℓ ∈ A̅ <=> ℓ limite d'une suite ∈ A

A dense dans E <=> A̅ = E

intérieurA° = { x ∈ E | ∃r > 0, B(x, r) ⊂ A }

Ouvert / Fermé

ouvert

A = A°

union (même infinie)

intersection finie

f⁻¹(ouvert) = ouvert, si f continue

fermé

E ∖ A ouvert

A̅ = A

intersection (même infinie)

union finie

f⁻¹(fermé) = fermé, si f continue

limite unique

x --> y <==> x - y --> 0 <==> ‖x − y‖ --> 0

Polynômes de vecteurs / matrices

Définition(s) et quelques propriétés

[P(u)] = P([u]) en dimension finie

si A et B sont semblables, alors
P(A) et P(B) sont semblables

P(Aᵀ) = (P(A))ᵀ

P polynôme annulateur de u <=> P(u) = 0

si a₀ ≠ 0, alors on peut calculer u⁻¹ (mettre en facteur u
dans le calcul de P(u

on peut calculer uᵏ en
divisant Xᵏ par P

Xᵏ = P⋅Qₖ + Rₖ

uᵏ = Rₖ(u)

Polynôme minimal μᵤ

polynôme annulateur, unitaire, de degré minimal

unicité du polynôme minimal

P(u) = 0 <=> μᵤ | P

Évaluer un polynôme

eᵤ : P |-> P(u) évaluer chaque polynôme P en u

Ker eᵤ est l'idéal des polynômes annulateurs de u

Im eᵤ = 𝕂 [u]

sous-algèbre commutative

base : (Iₙ, A,..., Aⁿ⁻¹)

n = dim 𝕂 [u] = deg μᵤ

Matrices nilpotentes

Aⁿ = 0

indice de nilpotence : Aⁿ = 0 et Aⁿ⁻¹ ≠ 0

A ∈ ℳₙ(𝕂 ) nilpotente d'indice r ==> r <= n

Lemme des noyaux

Si P₁,..., Pᵣ premiers entre eux

Ker(∏ Pₖ(u)) = ⨁(Ker Pₖ(u))

Ker Pₖ(u) stable par u

Cas particulier

Si P annulateur de u

E = ⨁ Ker Pₖ(u)

Réduction

Valeurs propres,
Vecteurs propres

u(x) = λx, avec x ≠ 0

λ : valeur propre de u

x : vecteur propre de u

Spectre de u : ensemble des valeurs propres de u

Card(Sp u) <= n

Sp(Aᵀ) = Sp(A) invariant de transposition

Polynôme caractéristique

χᵤ(λ) = det(λ id − u)

χᵤ(λ) = λⁿ − (tr A) λⁿ⁻¹ + ⋯ + (−1)ⁿ  det u

λ ∈ Sp(u) <=> χᵤ(λ) = 0

Cas particulier : matrices de Mₙ(ℝ) dans ℂ, λ ∈ Sp(u) <=> λ̅ ∈ Sp(u)

trace, déterminant

tr u = ∑ λᵢ avec multiplicité

det u = ∏ λᵢ avec multiplicité

u injectif <=> 0 ∉ Sp(u)

en dimension finie : u bijectif <=> 0 ∉ Sp(u)

A ∈ GLₙ(ℂ) <=> 0 ∉ Sp(A)

Sous-espaces propres (SEP)

SEP(λ) = Ker(λ id − u)

Ensemble des vecteurs propres
associés à λ ET vecteur nul

1 <= dim(SEP λ) <= multiplicité de λ

si valeurs propres distinctes, SEP en somme directe

si u ∘ v = v ∘ u, alors u(SEP λᵥ) ⊂ SEP(λᵥ) stabilité des SEP

Diagonalisation

Diagonalisable : base formée de vecteurs propres

A & changement de base ~~> diagonale

"<==" Card(Sp u) = n

"<=>"

E = ⨁ SEP(λ)

dim E = ∑ dim(SEP λ)

χᵤ scindé ET dim(SEP λ) = multiplicité de λ

∃ P scindé à racines simples, P(u) = 0



⟺

NON

Algèbre MP2I/MPI

Norme

Boules, adhérence,
intérieur

A dense dans E <=> A̅ = E

intérieurA° = { x ∈ E | ∃r > 0, B(x, r) ⊂ A }

Ouvert / Fermé

ouvert

A = A°

union (même infinie)

intersection finie

f⁻¹(ouvert) = ouvert, si f continue

fermé

E ∖ A ouvert

A̅ = A

intersection (même infinie)

union finie

f⁻¹(fermé) = fermé, si f continue

Limites et continuité

limites

limite unique

x --> y <==> x - y --> 0 <==> ‖x − y‖ --> 0

convergence ==> bornée

en dimension finiex --> y <=> xᵢ --> yᵢ

caractérisation séquentielle de la limite

uₙ --> a ==> f(uₙ) --> ℓ

f(x) --> ℓ quand x --> a

formes de continuité

continuité

f(x) --> f(a) quand x --> a

∀ε > 0, ∀(x,y) ∈ A², ∃δ > 0, ‖x − y‖ ≤ δ ==> ‖f(x) − f(y)‖ ≤ ε

uniforme continuité

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀(x,y) ∈ A², ‖x − y‖ ≤ δ ==> ‖f(x) − f(y)‖ ≤ ε

=> uniforme continuité dans ℝ

K-lipschitzienne‖f(x) − f(y)‖ ≤ K ⋅ ‖x − y‖

cas particulier :
applications
linéaires ou
multilinéaires

<==>

‖f(x)‖ ≤ K ⋅ ‖x‖

uniformément continue sur E

K-lipschitzienne

bornée sur B(0, 1)

continue en 0

continue sur E

en dimension finie

toute application (multi)linéaire
est continue car lipschitzienne

pour la multilinéarité : Eᵢ de dim. finie

EXEMPLES : trace, produit,
transposée, chgt de base,
determinant, produit scalaire

Équivalences

définition

N(x) ≤ α⋅‖x‖

‖x‖ ≤ β⋅N(x)

en dimension finietoutes les normes sont équivalentes

Norme subordonnée

norme sur Lc(E, F)(applications linéaires de E vers F continues)

⦀f⦀ = sup ‖f(x)‖ / ‖x‖ = sup[‖x‖ = 1] ‖f(x)‖

plus petit réel tel que ‖ f(x) ‖ <= ⦀f⦀ ⋅ ‖x‖

sous-multiplicative⦀f∘g⦀ ≤ ⦀f⦀ ⋅ ⦀g⦀

EXEMPLEdans Mₙ(𝕂 ), ⦀A⦀ = maxᵢ ∑ⱼ |aᵢⱼ|

Calcul différentiel

Courbe de niveau{ x ∈ E | f(x) = K }

Dérivée partielles

∂ᵢf(x) = lim [ f(x + heᵢ) - f(x) ] / h

classe C¹ : dérivées partielles continues

Taylor-Young : si f est de classe C¹, alors
f(x + h) = f(x) + ∑ hᵢ∂ᵢf(x) + o(h)

Jacobienne J(Jᵢⱼ) = ∂fᵢ/∂xⱼ

Différentielle

f(x+h) = f(x) + df(x)⋅h + o(h)

df(x) unique et linéaire en h

df(x)⋅h = ∑ hᵢ ∂ᵢf(x)

Implicationsf classe C¹

f différentiable <==

f continue <==

f a des dérivées partielles <==

Réduction

Sous-espaces propres (SEP)

SEP(λ) = Ker(λ id − u)

Ensemble des vecteurs propres
associés à λ ET vecteur nul

1 <= dim(SEP λ) <= multiplicité de λ

si valeurs propres distinctes, SEP en somme directe

si u ∘ v = v ∘ u, alors u(SEP λᵥ) ⊂ SEP(λᵥ) stabilité des SEP

Diagonalisation

Diagonalisable : base formée de vecteurs propres

A & changement de base ~~> diagonale

"<==" Card(Sp u) = n

"<=>"

E = ⨁ SEP(λ)

dim E = ∑ dim(SEP λ)

χᵤ scindé ET dim(SEP λ) = multiplicité de λ

∃ P scindé à racines simples, P(u) = 0

si u(F) ⊂ F et u diagonalisable alors u|ꜰ diagonalisable

Trigonalisation

A & changement de base ~~> triangulaire

"<=>"

χᵤ scindé ==> toute matrice de ℳₙ(ℂ) est trigonalisable

∃ P scindé, P(u) = 0

Autres conséquences

Cayley & Hamilton

χᵤ est un polynôme annulateur de u

χᵤ(u) = 0

μᵤ | χᵤ

P(u) = 0 ==> P(λ) = 0 Sp u ⊂ { racines de P }

{ racines de μᵤ } = { racines de χᵤ } = Sp u

Sous-espaces caractéristiques

uniquement si χᵤ est scindé

SEC(λ) = Ker (λ id − u)ᵐ

dim(SEC λ) = m : multiplicité de λ

SEC supplémentaires

Produits scalaires

Définition

⟨x|y⟩ = ⟨y|x⟩ symétrie

⟨λx+μy|z⟩= λ⟨x|z⟩ + μ⟨y|z⟩ bilinéarité

⟨x|x⟩ ≥ 0 positivité

⟨x|x⟩ = 0 ==> x = 0 défini positif

=>> E : espace préhilbertien ~~> espace euclidien si E de dim. finie

Quelques exemples

dans ℝⁿ ⟨X|Y⟩ = ∑ xᵢyᵢ

dans Mₙ(ℝ) ⟨X|Y⟩ = tr (Xᵀ⋅Y)

dans ℝ[X] ⟨P|Q⟩ = ∫ P(t) Q(t) dt

(In)égalités

Cauchy-Schwarz

|⟨x|y⟩| ≤ ‖x‖ ⋅ ‖y‖

|⟨x|y⟩| = ‖x‖ ⋅ ‖y‖ <=> x // y

sur la norme

‖x‖ = 0 <=> x = 0

‖x + y‖ <= ‖x‖ + ‖y‖ inégalité triangulaire

‖λx‖ = |λ| ‖x‖ homogénéité

⟨x|y⟩ = ‖x‖ ⋅ ‖y‖ ⋅ cos θ

Orthogonalité

x ⊥ y <==> ⟨x|y⟩ = 0

Théorème de Pythagore

si vᵢ orthogonaux

‖ ∑ vᵢ ‖² = ∑ ‖vᵢ‖²

orthogonalité ==> indépendance (vecteurs non nuls)

orthogonal X⊥

sev de E

X ∩ X⊥ = {0}

X ⊥ Y <=> X ⊂ Y⊥ <=> Y ⊂ X⊥

X ⊂ (X⊥)⊥ égalité en dimension finie

base orthonormée

algorithme de Gram-Schmidt

(1)   ε̅ = eᵢ − ∑ ⟨eᵢ|εₖ⟩ εₖ

(2)   εᵢ = ε̅ / ‖ε̅ ‖
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Implicationsf classe C¹

f différentiable <==

f continue <==

f a des dérivées partielles <==

f différentiable et df continue <=>

Gradient

df(x)⋅h = ⟨∇f(x)|h⟩

dans une base orthonormée∇f(x) = ∑ ∂ᵢf(x)eᵢ

Règle de la chaîne

si f : E -> F différentiable

si g : I -> E différentiable

(f∘g)’(x) = df(g(x)) ⋅ g’(x) = ⟨g’(x)|∇f(g(t))⟩

si f et g C¹, alors f ∘ g aussi

Tangentes

∃M : t -> C,  M'(t₀) = v
v est un vecteur vitesse d'un
point M(t) se déplaçant dans C

f : C ∋ x |-> cte
v ⊥ ∇f(a) et
∇f(a) ≠ 0

TₐA = Ker df(a) = [Vect ∇f(a)]⊥

v est orthogonal au gradient
d'une courbe de niveau de C

p

SEC supplémentaires

Produits scalaires

Définition

⟨x|y⟩ = ⟨y|x⟩ symétrie

⟨λx+μy|z⟩= λ⟨x|z⟩ + μ⟨y|z⟩ bilinéarité

⟨x|x⟩ ≥ 0 positivité

⟨x|x⟩ = 0 ==> x = 0 défini positif

=>> E : espace préhilbertien ~~> espace euclidien si E de dim. finie

Quelques exemples

dans ℝⁿ ⟨X|Y⟩ = ∑ xᵢyᵢ

dans Mₙ(ℝ) ⟨X|Y⟩ = tr (Xᵀ⋅Y)

dans ℝ[X] ⟨P|Q⟩ = ∫ P(t) Q(t) dt

(In)égalités

Cauchy-Schwarz
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‖ ∑ vᵢ ‖² = ∑ ‖vᵢ‖²

orthogonalité ==> indépendance (vecteurs non nuls)

orthogonal X⊥
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X ⊥ Y <=> X ⊂ Y⊥ <=> Y ⊂ X⊥
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algorithme de Gram-Schmidt

(1)   ε̅ = eᵢ − ∑ ⟨eᵢ|εₖ⟩ εₖ

(2)   εᵢ = ε̅ / ‖ε̅ ‖

⟨εᵢ|εₖ⟩ = 1 si i = k, 0 sinon ~> orthogonale

‖εᵢ‖ = 1 ~> normée

Projection orthogonale

p(x) ∈ F et x - p(x) ∈ F⊥

unicité de la projection ortogonale

p(x) = ∑ ⟨x|εᵢ⟩εᵢ si (εᵢ) forment une base orthonormée

en dimension finie
F ⊕ F⊥ = E

projection sur F parallèlement à F⊥

moindres carrées

si F est de dimension finie

p : projection orthogonale

‖x - p(x)‖ <= ‖x - y‖ pour tout y ∈ F


