dim E = dim(Ker u) + dim(Im u) Théoréme du rang
u injectif & Ker u = {0}

u surjectif & Imu = F

U injectif & u surjectif & u bijectif

noyau d'une forme linéaire non nulle

H = Ker p avec p € L(E, K) \ {0}

Hyperplan H

en dimension finie n, dim H = n - 1
F et G supplémentaires & F & 6 = E

F, somme directe & dim(3 F) = 3 dim(F)
)) F ® 6 : décomposition unique
()

Fe6 & FnéG = {0}

Généralités sur les

1 endomorphismes u € L(E, F)

din(3z F) < 3 din(F)

dim(F + 6) = dim F + dim 6 - dim(F N G)
projette sur Im(p) parallélement a Ker(p)
tr(p) = rg(p) = dim(Im p) projecteur p = p = p
X2 - X annulateur de p O
symétrie par rapport a Ker(s - id) parallélement a Ker(s + id)
)) symétrie s - s = id

X2 - 1 annulateur de s

u(Ker v) c Ker v
)}siuwv:vau, alors
u(Im v) c Im v O

F stable par u & u(F) c F

homogénéité —O— IAXIL = [A] Oxil
inégalité triangulaire —O Ix + yl < Ixll + lyl
Ixl =0 & x =20
Ixll € R+
distance d : (x,y) +— ly - xl
Ixl = v{x|x) —O- produit scalaire
Ixlly = Ixal + IXpl + - —O norme 1
Ixll, = V( X122 + X2 + = ) —O norme 2
~~» convergence uniforme sur C°([a,b]) —O- Ixlle = max(Ixal, IX2l, ...) —O- norme o«
Il < M

Borné :

B°(z, r) ={x€E | Ix -2zl <r} —O- Boule ouverte

B(z, 1) = { x€E | lx -zl <r} —() Boule fermée Boules
9B(z, r) ={ x€E| IIx—zII=r‘}—O-Sphér‘e
A={x€eE|Vr>0, Bx,r) NA#0}
2 € A & 2 limite d'une suite € A adhérence

A dense dans E & A = E

A° = { x€E| 3Ir>0, B(, r)CA}—o-intérieur

A= A°

union (méme infinie)

ouvert
intersection finie
f1(ouvert) = ouvert, si f continue
E \ A ouvert Ouvert / Fermé
A=A
intersection (méme infinie) fermé

union finie

f1(fermé) = fermé, si f continue

limite unique

X Dy x-y >0 Ix-yl >0

Norme .

[P(u)] = P([u]l) en dimension finie

si A et B sont semblables, alors
P(A) et P(B) sont semblables

P(AT) = (P(A))T

si ap # 0, alors on peut calculer u? —o—

O~ p polynéme annulateur de u & P(u) = 0
on peut calculer uk en
divisant Xk par P
polyndme annulateur, unitaire, de degré minimal
Polyndme minimal p, unicité du polyndme minimal

P(u) =0 &= p, | P

e,

u

: P — P(u) -O- évaluer chaque polyndme P en u

Ker e, est 1'idéal des polyndmes annulateurs de u

O sous-algébre commutative
In e, = K[ul «é base : (In, A, ..., A"%)
n = dim K [u] = deg u,

A =0

Polyndmes de vecteurs / matrices g@

indice de nilpotence : A" = 0 et A™* # 0
A € u#,(K) nilpotente d'indice r = r < n
Si Pa, ..., P_premiers entre eux
Ker(TT Pc(u)) = @(Ker Pc(u))
Lemme des noyaux Ker Py(u) stable par u

Si P annulateur de u
Cas particulier

A : valeur propre de u
u(x) = Ax, avec x # 0 —4
x : vecteur propre de u

Spectre de u : ensemble des valeurs propres de u —d

E = @ Ker Pc(u)

Card(Sp u) < n

Sp(AT) = Sp(A) —O— invariant de transposition
X,(A) = det(Aid - v)

Polyndme caractéristique X,(A) = A" = (tr A) A"t + -+ (-1)" det u
A€ Splu) & x,N) =0

Cas particulier

tr u = 3 A avec multiplicité
trace, déterminant d

det v = T A, avec multiplicité

: matrices de M\(R) —()- dans €, A € Sp(u) < X € Sp(v)

: U bijectif & 0 ¢ Sp(u) .

en dimension finie :
u injectif & 0 & Sp(u) d
A € G6L,(C) & 0 ¢ Sp(A) <

SEP(A) = Ker(A id - u)

Ensemble des vecteurs propres
associés a A ET vecteur nul

1 < dim(SEP A) < multiplicité de A

si valeurs propres distinctes, SEP en somme directe
siu-v=v-u, alors u(SEP A) c SEP(A) =()- stabilité des SEP
base formée de vecteurs propres

Diagonalisable :

Réduction g@] A & changement de base ~ diagonale

0D Card(Sp u) = n
E = @ SEP(A)
Diagonalisation
dim E = 3 dim(SEP A)

X, scindé ET dim(SEP A) = multiplicité de A

3 P scindé & racines simples, P(u) = 0

XKk

uk

P-Qc + R«

Ri(u)

(mettre en facteur u
dans 1le calcul de P(



Uy — a = f(u,) — ¢

f(x) — € quand x — a

Ve > 0, Y(x,y) € A2, 35 > 0, lIx - yll £ 8§ = If(x) - f(y)Il < ¢

Ve >0, 35 > 0, V(x,y) € A2, IIx - yl €8 = If(x) - f(y)Il < ¢

pour la multilinéarité : E de dim. finie

)} f différentiable
f a des dérivées partielles & () f classe G O

= uniforme continuité dans R

toute application (multi)linéaire
est continue car lipschitzienne

A dense dans £ < A = L ° (
A° = { x€E| 3Ir>0, B(, P)CA}—o-intérieur
A= A°

union (méme infinie)

ouvert
intersection finie
f1(ouvert) = ouvert, si f continue
E \ A ouvert Ouvert / Fermé
A=A
intersection (méme infinie) fermé

union finie
f1(fermé) = fermé, si f continue

limite unique

(@, \orme
X —Dy&E x-y o0& Ix -yl —0

convergence = bornée
limites

X —y & x5y, en dimension finie

caractérisation séquentielle de la limite

f(x) — f(a) quand x — a
continuité

formes de continuité
uniforme continuité

E Limites et continuité
IF(x) - F(y)I < K - lx - yl K-lipschitzienne
IFOAN < K - Iixil
uniformément continue sur E

K-lipschitzienne

bornée sur B(B, 1)

cas particulier :
applications
linéaires ou
multilinéaires

continue en 0

continue sur E

. en dimension finie
EXEMPLES : trace, produit,
transposée, chgt de base,
determinant, produit scalaire

N(x) < alixl
)} définition
Ixll S BN(x)

toutes les normes sont égquivalentes —O— en dimension finie
(applications linéaires de E vers F continues) —O— norme sur Lc(E, F)

ife = sup IFO)N / Ixl = supliixll = 1] 1)

plus petit réel tel que I £(x) I < ufn - Ixl
ufogn < ufu - wgn —O— sous-multiplicative

dans M.(K), wAn = max; 3; lal —O— EXEMPLE

{x€E| f(x) = K } Courbe de niveau
3f(x) = lim [ f(x + he) - f(x) 1/ h
classe C* : dérivées partielles continues

Taylor-Young : si f est de classe C?, alors
f(x + h) = f(x) + 3 hof(x) + o(h)

3;) = of/ax; —()
f(x+h) = f(x) + df(x):h + o(h)
df(x) unigue et linéaire en h —(")
df(x)h = 3 h 9,f(x)

f continve &

el Falecitl AiffFidrantial

Réduction g@}

Produits scalaires

O

SEP(A) = Ker(A id - u)

Ensemble des vecteurs propres
associés a A ET vecteur nul

1 < dim(SEP A) < multiplicité de A
si valeurs propres distinctes, SEP en somme directe
siu-v=ve-u, alors u(SEP A) < SEP(A) ()~ stabilité des SEP
Diagonalisable : base formée de vecteurs propres
A & changement de base ~~» diagonale
=T Card(Sp u) = n

E = & SEP(A)

Diagonalisation

dim E = Y dim(SEP A)
X, scindé ET dim(SEP A) = multiplicité de A
3 P scindé & racines simples, P(u) = 0
si u(F) c F et u diagonalisable alors u|r diagonalisable
A & changement de base ~~» triangulaire
X, scindé -O- = toute matrice de .#,(C) est trigonalisable
-d 3 P scindé, P(u) = 0
X, est un polyndme annulateur de u
Cayley & Hamilton X,(U) = 8
b, X,
P(U)=G=>P(A)=G-O-Spuc{racinesdeP}

{ racines de p, } = { racines de x, } = Sp u

uniquement si x, est scindé

SEC(A) = Ker (A id - u)™

dim(SEC A) = m : multiplicité de A
SEC supplémentaires

- Strie) EEEE
xly) = <yIx) () symétrie 9
(Axtpylz)= Mxlz) + udylz) ()~ bilinéarité
(xIx) 2 0 ()~ positivité
(xIx) =0 = x = 0 <) défini positif
=» E : espace préhilbertien —()— ~~» espace euclidien si E de dim. finie
dans R -o- XIYY = 5 xy,
dans R[X] =)~ (PIQ) = JP()Q(t) dt
[<xly) | < ixi -yl
Cauchy-Schwarz —(i
I<xIy)l = Ixl - Iyl & x /]y
Ixl =0 & x =10
sur la norme Ix + yll < lxl + lyll —( )— inégalité triangulaire
IAXI = [A] 0xil —( )— homogénéité
(xly) = IxIl - liyll - cos 8
XLy & (xly) =0
si v; orthogonaux
Théoréme de Pythagore
13 vI2 =3 lvi2
orthogonalité = indépendance (vecteurs non nuls)

sev de E

X N XL = {0}

Orthogonalité orthogonal XL

X1LY & XcYL & YcXL
X c (Xu)L égalité en dimension finie
(1) & =¢ -3 Celew) &

algorithme de Gram-Schmidt
) g =2¢&/Ilgl




pour la multilinéarité :

E; de dim. finie

A=Lipstnlizsleiiic "

bornée sur B(0, 1)

cas particulier :
applications
linéaires ou
multilinéaires

continue en 0
continue sur E
toute application (multi)linéaire

est continue car lipschitzienne

en dimension finie
EXEMPLES : trace, produit,
transposée, chgt de base,
determinant, produit scalaire

N(x) < alixl
)} définition
Ixl < BNCX)

toutes les normes sont équivalentes —O— en dimension finie
(applications linéaires de E vers F continues) —O— norme sur Lc(E, F)

ifi = sup IECGN / Ixll = supllixll = 11 IFON

plus petit réel tel que I f(x) I < ufn - Ixl
ufogn < ufu - ugn —O— sous-multiplicative

dans Ma(i<), WAv = max; 3; |a| —(C) EXEMPLE

Courbe de niveau

{x€eE| f(x) =K}
of(x) = lim [ f(x + he) - FO) 1/ h
classe C? : dérivées partielles continues

Taylor-Young : si f est de classe C*, alors
f(x + h) = f(x) + 3 hof(x) + o(h)

3,)) = of/ox;
f(x+h) = £(x) + df(x)-h + o(h)
df(x) unique et linéaire en h

df(x)h = 3 h 9f(x)

-+

f continve &
)} différentiable &
f a des dérivées partielles &

f différentiable et df continve &

f classe C*

®, Calcul différentiel

df(x)-h = (VF(x)|h)

VE(X) = 3 9;f(X)e; —() dans une base orthonormée

si f : E > F différentiable

si g : I - E différentiable

Régle de la chaine

(fe@)"(x) = df(g(x)) - g’ (x) = (g’ (x)IVf(g(t)))
si f et g C*, alors f - g aussi

v est un vecteur vitesse d'un

point M(t) se déplagant dans C O M:toC, M) =v

v L Vf(a) et

TA = Ker df(a) = [Vect Vf(a)lL
} f :C3x > cte
Vf(a) # 0

v est orthogonal au gradient
d'une courbe de niveau de C

\ SEC supplémentaires

(xly) = (ylx) =)~ symétrie = 9

(Axtpyl2)= Mxlz) + uCylz) () bilinéariteé

(xIx) 2 0 =)~ positivité

(xIx) =0 = x = 0 «()- défini positif

=» E : espace préhilbertien —O— ~~» espace euclidien si E de dim. finie

dans R =) <XIY) = 3 xy,
_.< dans 1B -0 QK1) = &0 G
dans R[X] -o- (PIQ) = JP(t)Q(t) dt

1<xyy ] < Ixi - iyl
Cauchy-Schwarz —(i
1<xy) | = Ixtl - Iyl & x // y
Ixl =0 & x =0
sur la norme Ix + yl < Ixll + lyl —( )— inégalité triangulaire
HAXI = [A] Oxi SOF homogénéité
{(xly) = Ixll - Nyl - cos 8
X1y & xly) =0

si v; orthogonaux
Théoréme de Pythagore
I3 V2 =5 v

Produits scalaires
orthogonalité = indépendance (vecteurs non nuls)

sev de E

X N XL = {0}

Orthogonalité orthogonal XL

XLY &S XcYL& YaeXe

X c (Xu)L égalité en dimension finie

Q) & =-¢ -3 (eled &
algorithme de Gram-Schmidt
2) g =%/ lgl
base orthonormée

(g/ley =1 sii=k, 0 sinon ~» orthogonale

el =1 ~> normée

p(x) € F et x - p(x) € FL

unicité de la projection ortogonale

p(x) = 3 (xlepe =) si (g) forment une base orthonormée
Fe®FL=E

en dimension finie d
projection sur F parallélement a FL

si F est de dimension finie
moindres carrées p : projection orthogonale

Ix - pOAI < lix -yl —o— pour tout y € F




