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I Cours

Première partie

Cours

On rappelle qu’il existe des séries numériques
P

un, des séries de fonctions
P

fn (à ne
pas confondre avec la série numérique

P
fn(x)). Dans ce chapitre, on s’intéresse à un cas

particulier de séries de fonctions, celles de la forme
P

anxn (qui est un abus de langage, il ne
s’agit pas d’une série numérique malgré son apparence). Ainsi, la somme des termes de cette
série est de la forme

1X
k=0

anx
n = a0x

0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + � � � :

Si, à partir d’un certain rang, la suite (an)n2N est nulle, alors il s’agit d’un polynôme. Une
série entière est une généralisation des polynômes. Toute troncature de la somme des termes
d’une série entière est un développement limité.

Définition 1:
Une série de fonctions

P
fn est appelée série entière s’il existe une suite de réels (an)n2N

tels que
8n 2 N; 8x 2 R; fn(x) = an x

n:

Somme Rayon de convergence

1

1� x
=

1X
k=0

xk 1

1

1 + x
=

1X
k=0

(�1)k xk 1

1

1 + x2
=

1X
k=0

(�x2)k 1

ln(1 + x) =

1X
k=1

(�1)k
xk

k
1

Arctanx =

1X
k=0

(�1)k
x2k+1

2k + 1
1

ex =

1X
k=0

xk

k!
1

chx =

1X
k=0

x2k

(2k)!
1

shx =

1X
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
1

cosx =

1X
k=0

(�1)k
x2k

(2k)!
1

sinx =

1X
k=0

(�1)k
x2k+1

(2k + 1)!
1

(1 + x)� = 1 +

1X
k=1

(
�(�� 1) � � � (�� k + 1)

)xk
k!

1

Table 1 – Séries entières usuelles
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I Cours

Exercice 2:
On admet les formules de la table précédente. On applique la formule de la dernière ligne
dans le cas � = �1=2 :

8x 2 ]� 1; 1[;
1p
1� x

= 1 + �(�x) + �(�� 1)

2!
(�x)2 + � � �+ �(�� 1) � � � (�� (n� 1)

)
n!

(�x)n + � � �

= 1 +
1

2

1X
n=1

(
1
2
+ 1

) � � � ( 1
2
+ n� 1)

n!
xn

= 1 +
1

2

1X
n=1

3� � � � � (2n� 1)

2n � n!
xn

= 1 +
1

2

1X
n=1

1� 2� 3� � � � � (2n� 1)� 2n

2n � n!� 2� 4� � � � � (2n� 2)� 2n
xn

= 1 +
1

2

1X
n=1

(2n)!

n!� 2n � 2n(n!)
xn

= 1 +
1

2

1X
n=1

Ä2n
n

äxn
4n

:

1 Rayon de convergence

Lemme 3 (d’Abel):
Soit un réel x0 > 0. Si la suite (anxn0 )n2N est bornée, alors la série

P
anxn converge abso-

lument pour tout réel x 2 ]� x0; x0[.

Démonstration:
On veut montrer que si la suite (anxn0 )n2N est bornée, alors, pour x 2 ]� x0; x0[, la série
numérique

P
anxn converge absolument. On suppose la suite (anxn0 )n2N bornée. Ainsi, il

existe M 2 R+ tel que pour tout n 2 N, janxn0 j 6 M . Ce lemme est vrai si x0 = 0 ; on
suppose à présent x0 6= 0. Alors,

janxnj =
∣∣∣∣∣anxn0 xn

xn0

∣∣∣∣∣ 6 M �
∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣n :
Or, la série

P
M
∣∣∣ xx0 ∣∣∣n = M

P ∣∣∣ xx0 ∣∣∣n converge si
∣∣∣ xx0 ∣∣∣ < 1. Donc, si

∣∣∣ xx0 ∣∣∣ < 1, alors la sérieP
janxnj converge.

�R R

? ?
divergence grossière divergence grossièreconvergence absolue

x

Figure 1 – Rayon de convergence – convergence absolue et divergence grossière

Proposition – Définition 4:
Soit
P

anxn une série entière. Il existe un unique R 2 �R+ = R+ [ f+1g tel que

— si jxj < R, alors la série
P

anxn converge absolument ;

— si jxj > R, alors la série
P

anxn diverge grossièrement ;
Le réel R est appelé rayon de convergence de la série entière. Il vaut

R = supf r 2 R+ j (anrn) bornée g:
Démonstration:
Soit x 2 R.
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I Cours

1er cas jxj < R. Soit x0 = (jxj + R)=2 < R. Alors, la suite (anxn0 )n2N est bornée. D’où,
d’après le lemme d’Abel, la série numérique

P
anxn converge absolument.

2nd cas jxj > R. Alors, la suite (anxn)n2N n’est plus bornée. D’où la suite (anxn)n2N n’est
pas convergente, et ne tend pas vers 0. On en déduit que la série numérique

P
anxn

diverge grossièrement.

Remarque 5:
On a

R = supf r 2 R+ j (anrn)n2N bornée g par définition

= supf r 2 R+ j
P

anrn converge g par le théorème 4

= supf r 2 R+ j
P

janrnj converge g par le théorème 4

= supf r 2 R+ j (anrn)n2N tend vers 0 g

Exemple 6 (R = +1):
On considère la série

P
xn

n!
. Calculons son rayon de convergence. Soit un =

∣∣∣xnn! ∣∣∣. Si x = 0,

la série
P

un converge vers 1. On suppose x 6= 0. On calcule

un+1

un
=

jxj
n+ 1

����!
n!1

0:

D’où, d’après le critère de D’Alembert, la série
P

un converge. On en déduit que, pour tout
x 2 R, la série

P
anxn converge, i.e. son rayon de convergence vaut R = +1.

Exemple 7 (R = 0):
On considère la série

P
nnxn. Calculons son rayon de convergence. Si x = 0, la série converge

vers 1. On suppose maintenant x 6= 0. Alors, à partir d’un certain rang, jnxj > 7. Or, la sommeP
7n diverge grossièrement. D’où, la série

P
jnxjn diverge aussi. Comme la série

P
(nx)n

ne converge pas absolument, on en déduit que la série
P

nnxn ne converge absolument que
si x = 0. On en déduit que R = 0.

Exemple 8 (R 2 ]0;+1[, et diverge aux deux bords):
On considère la série

P
xn. Calculons son rayon de convergence. Il s’agit d’une série géomé-

trique, mais il s’agit aussi d’une série entière, où 8n 2 N, an = 1. Or, on sait que

nX
k=0

xk =

{
1�xn+1

1�x
si x 6= 1 qui converge si et seulement si jxj < 1

n+ 1 si x = 1 qui diverge:

Donc, la série
P

xn converge si et seulement si jxj < 1. On en déduit que R = 1.

Exemple 9 (R 2 ]0;+1[, et diverge d’un bord, converge de l’autre):
On considère la série

P
xn

n
. Si x = 1, alors la série

P
1
n

diverge par critère de Riemann. Si

x 6= �1, alors la série
P (�1)n

n
converge d’après le théorème des séries alternées car

(
1
n

)�
n2N

tend vers 0 en décroissant. Cette situation dissymétrique nous montre que R = 1.

Exemple 10 (R 2 ]0;+1[, et converge aux deux bords):
On considère la série

P
xn

n2
. Calculons son rayon de convergence.

— Si x = 1, la série
P

1
n2

converge par critère de Riemann. D’où R > 1.
— Si jxj > 1, alors ∣∣∣ xn+1

(n+1)2

∣∣∣∣∣∣xn
n2

∣∣∣ =

Å
n

n+ 1

ã2
� jxj ����!

n!1
jxj:

D’où, d’après le critère de d’Alembert, la série
P jxjn

n
diverge. D’où R 6 1.

On en déduit que R = 1.

Autre méthode :
— Si jxj > 1, alors xn

n2
����!
n!1

+1 par croissances comparées. D’où R 6 1.

— Si jxj < 1, alors jxjn

n2
����!
n!1

0. D’où R > 1.
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Proposition 11:
Soient Ra et Rb les rayons de convergence des séries entières

P
anxn et

P
bnxn respective-

ment.

1. Si, à partir d’un certain rang, janj 6 jbnj, alors Ra > Rb.

2. Si an = On!1(bn), alors Ra > Rb.

3. Si an�n!1 bn, alors Ra = Rb.

Démonstration: 1. Ainsi, à partir d’un certain rang, janxnj 6 jbnxnj. D’où, si la sé-
rie
P

jbnxnj converge, alors la série
P

janxnj converge. On a donc Rb 6 Ra.

2. Ainsi, an = bn � un où (un)n2N est une suite bornée. Il existe donc M 2 R+ tel
que junj 6 M . D’où, janj = jbnj � junj 6 M jbnj. Donc, Ra > R0 où R0 est le rayon de
convergence de la série

P
Mbnxn = M

P
bnxn. On en déduit que Ra > Rb.

3. Ainsi, an = O(bn) et bn = O(an), d’où d’après le cas précédent, Ra > Rb, et Rb > Ra.
On en déduit que Ra = Rb.

Exercice 12: 1. On considère la série entière
P

ecosnxn. Or, pour tout n 2 N, 0 6 e�1 6
an = ecosn 6 e1 car �1 6 cosn 6 1 et exp est croissante. D’une part, janj 6 je1j, d’où
Ra est supérieur ou égal au rayon de convergence de la série

P
e1xn = e

P
xn. D’où

Ra > 1. D’autre part, Ra 6 1 de même. On en déduit que Ra = 1.

2. On considère la série entière
P

n!

22n
p
(2n)!

xn, de terme général un.

(a) Méthode 1 (d’Alembert).

jun+1j
junj

= jxj � n+ 1

4
√
(2n+ 2)(2n+ 1)

����!
n!1

1

8
jxj:

Alors, la série
P

un diverge si jxj=8 > 1 ; et, la série
P

un converge si jxj < 1,
par le critère de d’Alembert. On en déduit que R = 8.

(b) Méthode 2 (Stirling). . . à tenter

2 Convergence normale et continuité

�R R

? ?
divergence grossière divergence grossière

convergence absolue & continuité

x

convergence normale

Figure 2 – Convergence normale d’une série entière

Théorème 13: 1. La série entière
P

anxn converge normalement (donc uniformément)
sur tout segment inclus dans ]�R;R[. Mais, la convergence normale étant une propriété
globale, on ne peut pas « faire sauter la barrière. »

2. La somme x 7!
P1

n=0
anxn est une fonction continue sur ]�R;R[.

Théorème 14 (Abel radial):
Si la série numérique

P
anRn converge, alors

1X
n=0

anx
n �����!

x!R�

1X
n=0

anR
n:

3 Intégrer

Théorème 15:
Soit R le rayon de convergence d’une série entière.

1. Le rayon de convergence de la série entière
P

an
n+1

xn+1 est aussi égal à R.

5
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2.
1X
n=0

an

n+ 1
xn+1 =

Z x

0

( 1X
n=0

ant
n
)
dt:

« On peut intégrer terme à terme sans changer son rayon de convergence. »

Exemple 16:

Exercice 17:

4 Dériver

Théorème 18:
Avec les notations précédentes,

1. le rayon de convergence de la série entière
P

nanxn�1 est aussi égal à R,

2. pour x 2 ]�R;R[,
1X
n=1

nanx
n�1 =

d

dx

1X
n=0

anx
n;

3. la somme

f : ]�R;R[ �! R

x 7�!
1X
n=0

anx
n

est de classe C1, et 8n 2 N, an =
f(n)(0)

n!
.

« On peut dériver terme à terme sans changer son rayon de convergence. »

Exercice 19:
On considère la série entière

P
n+5

(n+2)(n+2)
xn. Calculons son rayon de convergence.

Idée : On intègre terme à terme la série entière
P

xn, et on obtient la série entièreP
xn+1

n+1
. On ré-intègre la série :

P
xn+2

(n+1)(n+2)
. On multiplie par x3, et on obtient la sé-

rie entière
P

xn+5

(n+1)(n+2)
, que l’on peut dériver terme à terme pour obtenir la série entièreP

n+5
(n+1)(n+2)

xn+4. On divise 1 par x4 pour trouver la série demandée :
P (n+5)

(n+1)(n+2)
xn.

Cette méthode fonctionne car on peut intégrer/dériver sans changer son rayon de convergence.« Mieux vaut
intégrer le plus
tôt possible
pour détermi-
ner le rayon de
convergence »

Le rayon de convergence de la série
P

xn est R = 1, donc le rayon de convergence de la sérieP
n+5

(n+1)(n+2)
xn est R = 1.

Rédaction : On a 8x 2 ]� 1; 1[,
P1

n=0
xn = 1

1�x
, d’où en intégrant, 8x 2 ]� 1; 1[,P1

n=0
xn+1

n+1
=
R x
0

1
1�t

dt = � ln(1� x). D’où, en intégrant,

8x 2 ]� 1; 1[;

1X
n=0

xn+2

(n+ 1)(n+ 2)
= �
Z x

0

1� ln(1� t) dt

= �[t ln(1� t)
]� Z x

0

t

1� t
dt

= x ln(1� x)�
Z x

0

ï
�1 +

1

1� t

ò
dt

= �x ln(1� x)� [� x� ln(1� x)
]

= (1� x) ln(1� x) + x:

1. On suppose dans ce cas x 6= 0, et on s’occupera du cas x = 0 à part.

6
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De même pour les autres étapes du raisonnement.

Autre méthode : on a n+5
(n+1)(n+2)

�n!1
1
n

d’où, les séries entières
P (n+5)

(n+1)(n+2)
xn, etP

xn

n
ont le même rayon de convergence, qui vaut R = 1. 2

Exemple 20 (séries entières & équations différentielles): 1. On pose

exp : R �! R

x 7�! ex =

1X
n=0

xn

n!
:

En dérivant terme à terme, et on retrouve bien x 7! exp(x), et son rayon de convergence
est le même. On a donc montré que exp est une solution de y0 = y. De plus, la fonction
x 7! K ex est aussi une solution de cette équation différentielle. Montrons, avec la
méthode de la variation de la constante, que ces fonctions sont les seules solutions de
y0 = y. On pose y(x) = k(x)ek, et on a

y0(x) = y(x) () k0(x)ex +���k(x)ex =���k(x)ex

() k0(x) ex = 0

() k0(x) = 0

() 9K 2 R; k(x) = K:

D’où, la solution générale de l’équation y0 = y est : 8x 2 R; y(x) = Kex.
2. Soit � 2 R. On considère la série entière

P
anxn où

a0 = 1 et an =
�(�� 1) � � � (�� n+ 1)

n!
si n > 0:

Soit (un)n2N défini comme un = janxnj, et on calcule, si � 62 N,

un+1

un
=

∣∣∣∣an+1

an
� xn+1

xn

∣∣∣∣
= jxj �

∣∣∣∣�(�� 1) � � � (�� n+ 1)(�� n)

�(�� 1) � � � (�� n+ 1)

∣∣∣∣� n!

(n+ 1)!

=
j�� nj
n+ 1

jxj �����!
n!+1

jxj

D’après le critère de d’Alembert, si jxj > 1, alors la série diverge, et si jxj < 1,
alors la série converge. On en déduit que R = 1. Soit, pour tout x 2 ]� 1; 1[, f(x) =
1+
P1

n=1
anxn. On peut dériver terme à terme sans changer le rayon de convergence.

D’où

8x 2 ]� 1; 1[; f 0(x) =

1X
n=1

nanx
n�1 =

1X
n=1

�(�� 1) � � � (�� n+ 1)

(n� 1)!
xn�1:

Montrons que f est solution de l’équation �y � (1 + x)y0 = 0 :

� f(x)� (1 + x) f 0(x) = �
(
1 +

1X
n=1

anx
n
)
� (1 + x)

1X
n=1

nanx
n�1

= �+

1X
n=1

xn(�an � nan)�
1X
n=1

nanx
n�1

= �+

1X
n=1

(
xnan(�� n)� nanx

n�1
)

= 0

2. Il s’agit de la série entière convergent vers ln(1� x).

7
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En effet, (n+ 1)an+1 = (�� n)an, par construction de la suite (an)n2N, et

�+

NX
n=1

(
xn(n+ 1)an+1 � xn+1nan

)
= �� �+ xN (N + 1)aN+1 ����!

N!1
0:

D’où, f est solution de l’équation différentielle �y� (1 + x)y0 = 0. Or, x 7! K(1 + x)�

est une solution de cette équation différentielle. On fait varier la constante : on pose,
pour x 2 ]� 1; 1[, y(x) = k(x) (1 + x)�

�y(x)� (1 + x) y0(x)� �k(x) (1 + x)�

� (1 + x)
(
k0(x)(1 + x)� + � k(x)(1 + x)��1

)
= 0

() 8x 2 ]� 1; 1[; (1 + x)�+1k0(x) = 0

() 8x 2 ]� 1; 1[; k0(x) = 0

() 9K 2 R; k(x) = K

() 9K 2 R; 8x 2 ]� 1; 1[; f(x) = K(1 + x)�

Or, f(0) = 1 et donc K = 1.

5 (Ne pas) être développable en série entière

Définition 21:
Soit r 2 R+

� [ f+1g. On dit qu’une fonction f est développable en série entière sur ]� r; r[
s’il existe une série entière

P
anxn qui a un rayon de convergence R > r telle que

8x 2 ]� r; r[; f(x) =

1X
n=0

anx
n:

Exemple 22:
∅
Remarque 23:
∅
Exercice 24:

Soit f :

R �! R

x 7�!
®
e�1=x

2
si x 6= 0

0 si x = 0

1. Montrons que, pour n 2 N, f est Cn sur R�, et il existe un polynôme Pn tel que
8x 6= 0, f(n)(x) = Pn(x)

1
x3n

e�1=x
2
.

— Pour n = 0, alors f(0)(x) = e�1=x
2
= 1

x3�0
� e�1=x

2
, d’où P0(X) = 1.

— On suppose f(n)(x) = Pn(x)

x3n
e�1=x

2
. D’où f(n) est de classe C1 et

f(n+1)(x) =
d

dx
f(n)(x)

=
d

dx

[
Pn(x)x

�3ne�1=x
2]

=
d

dx

[
Pn(x)x

�3n
]
+ Pn(x)x

�3n � 2

x3
e�1=x

2

=
(
P 0n(x)x

�3n � 3nPn(x)x
�3n�1 + 2Pn(x)x

�3n�3
)
e�1=x

2

=
x3P 0n(x)� 3nx2Pn(x) + 2Pn(x)

x3n+3
e�1=x

2

=
Pn+1(x)

x3(n+1)
e�1=x

2

8
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2. Par récurrence :
— f(0)(0) = f(0) = 0 par définition, et f(x) = e�1=x

2 ���!
x!0

0 = f(0), donc f est

C0.
— On suppose f Cn sur R et f(n)(0) = 0. On sait que, f(n) est continue sur R par

hypothèse, f(n) est dérivable sur R� car f est C1 d’après la question 1. Et,

d

dx
f(n)(x) = f(n+1)(x)

=
Pn+1(x)

x3n+3
e�1=x

2

���!
x!0

0 par croissances comparées:

3. f est C1 mais pas développable en série entière. Par l’absurde, si f est développable

en série entière, alors f(x) =
P1

n=0
anxn et an =

f(n)(0)
n!

= 0, d’où 8x, f(x) = 0, ce
qui est absurde.

Rappel (Théorème de la limite de la dérivée):
Si f est continue sur [a; b], dérivable sur ]a; b[ et

1. limx!a+ f 0(x) = ` 2 R, alors f est dérivable en a et f 0(a) = `.
2. limx!a+ f 0(x) = �1, alors f n’est pas dérivable en a, et la courbe possède une tan-

gente verticale.
3. limx!a+ f 0(x) n’existe pas, alors on ne peut pas conclure.

Proposition 25:
Une fonction f est développable en série entière sur ]� r; r[ si, et seulement si

1. f est C1 sur ]� r; r[

2. 8x 2 ]� r; r[, RN (x) ����!
N!1

0 où RN (x) = f(x)�
PN

n=0

f(n)(0)
n!

xn.

En effet, on a

f(x) =

NX
n=0

f(n)(0)

n!
xn +RN (x);

ainsi
PN

n=0
fn(0)=n! ����!

N!1
f(x) () RN (x) ����!

N!1
0.

Rappel (Formules de Taylor):
Formule de Taylor-Young : si f est de classe Cn, alors

f(x) = f(0) + `o(1)
= f(0) + x f 0(0) + `o(x)
= f(0) + x f 0(0) +

x2

2!
f 00(0) + `o(x2)

= f(0) + x f 0(0) +
x2

2!
f 00(0) + � � �+ xn

n!
f(n)(0) + `o(xn)

Formule de Taylor avec reste intégral 3 : si f est de classe Cn+1, alors

f(x) = f(0) +

Z x

0

f 0(t) dt

= f(0) + x f 0(0) +

Z x

0

(x� t) f 00(t) dt

= f(0) + x f 0(0) +
x2

2!
f 00(0) +

Z x

0

(x� t)2

2!
f 000(t) dt

= f(0) + x f 0(0) + � � �+ xn

n!
f(n)(0) +

Z x

0

(x� t)n

n!
f(n+1)(t) dt

3. aussi appelé formule de Taylor-Laplace

9



I Cours

Exercice 26: 1. Montrons que, pour x 2 R, cosx =
P1

n=0
(�1)n x2n

(2n)!
. Pour n 2 N,

Rn(x) =
R x
0

(x�t)n

n!
cos(n+1)(t) dt car cos est Cn+1. Soit x 2 R. Montrons que

Rn(x) ����!
n!1

0.

0 6 jRn(x)j =
∣∣∣∣
Z x

0

(x� t)n

n!
cos(n+1)(t) dt

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣
Z x

0

∣∣∣∣ (x� t)n

n!
cos(n+1)(t)

∣∣∣∣ dt

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣
Z x

0

jx� tjn
n!

dt

∣∣∣∣
car j cos(n+1)(t)j 6 1, 8t 2 [0; x]. D’où,

0 6 jRn(x)j 6
∣∣∣∣
Z x

0

xn

n!
dt

∣∣∣∣ = jxjn+1

n!
����!
n!1

0;

car on sait que la série
P

xn

n!
converge, donc le terme général tend donc vers 0. Donc

cos est développable en série entière sur R.

2. De même pour sin.

6 Produit de Cauchy et somme de deux séries entières

Rappel (produit de Cauchy):
On rappelle le produit de deux polynômes : on pose A =

PdegA

n=0
anXn et B =

PdegB

p=0
bpXp,

le produit de ces deux polynômes est donc

A�B =
( degAX

n=0

anX
n
)( degBX

p=0

bpX
p
)

=

degA+degBX
k=0

ckX
k où ck =

X
n+p=k

anbp:

On définit alors le produit de Cauchy de deux séries : si
P

un et
P

vn convergent absolu-
ment, alors

P
wn converge absolument, en posant wk =

P
n+p=k

unvp. De plus,

1X
k=0

wk =
( 1X
n=0

un
)( 1X

p=0

vp
)
:

Proposition 27: 1. Soit cn = an + bn. Le rayon de convergence de la série
P

cnxn vaut
Rc = min(Ra; Rb) (ou plus sur Ra = Rb) et

8x 2 ]�Rc; Rc[;

1X
n=0

cnx
n =

1X
n=0

anx
n +

1X
n=0

bnx
n:

2. Si
P

anxn et
P

bnxn ont respectivement pour rayons de convergence Ra et Rb, alorsP
cnxn a pour rayon de convergence Rc > min(Ra; Rb), où ck =

P
n+p=k

an + bp, et

8x 2 ]�Rc; Rc[;
( 1X
n=0

anx
n
)( 1X

p=0

bpx
p
)
=

1X
k=0

ckx
k

10
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Exemple 28: 1. La série
P

xn a pour rayon de convergence 1, et la série entière 1 � x

a pour rayon de convergence +1. Et, 8x 2 ]� 1; 1; [;
P1

n=0
xn = 1

1�x
. Le produit

de Cauchy des deux séries entières
P

xn =
P

akx
k et 1 � x =

P
b`x

` est la sérieP
cnxn, où

cn =
X

k+`=n

akb`

=

nX
`=0

an�`b`

D’où, c0 = 1, c1 = 1 � 1 = 0 et 8n > 2, cn = 0. Donc
P

cnxn = 1, qui a pour rayon
de convergence +1 6= min(Ra; Rb). On retrouve ce résultat car

1

1� x︸ ︷︷ ︸P
1

n=0
xn

�(1� x) = 1:

2. (tarte à la crème) La série entière
P

Hnxn, 4 est le produit de Cauchy des deux séries
entières

P
xn

n
et
P

xn. En effet,

cnx
n =

X
k+`=n

xk

k
x` =

nX
k=1

1

k
xn = Hnx

n:

Or, Rc > min(Ra; Rb) = min(1; 1) = 1. D’où,

8x 2 ]�1; 1[;
( 1X
n=1

xn

n

)( 1X
n=0

xn
)
=

1X
n=1

Hnx
n

et donc

� ln(1� x)� 1

1� x
=

1X
n=1

Hnx
n:

Exercice 29 (tarte à la crème):
Soient x; y 2 R. Montrer que ex �ey = ex+y . On sait que ex =

P1

n=0
xn

n!
. On veut montrer que(P1

n=0
xn

n!

)(P1

n=0
xn

n!

)
=
P1

n=0

(x+y)k

k!
. Le rayon de convergence de la série exp est +1, le

rayon de convergence du produit de Cauchy de deux séries exp est supérieur à min(+1;+1),
i.e. il faut +1. Le produit de Cauchy de ces deux séries est la série

P
wk avec

wk =
X

n+p=k

unvp =
X

n+p=k

xn

n!

yp

p!
=

kX
n=0

xn yk�n

n! (k � n)!

=
1

k!

kX
n=0

k!

n! (n� k)!
xnyn�k

=
1

k!
(x+ y)k

7 Séries entières complexes

Exercice 30:
Montrer que, pour tout � 2 R,

ei� = cos � + i sin �:

4. où Hn = 1
1 + 1

2 + � � �+ 1
n

.

11
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On a 8z 2 C, ez =
P1

n=0
zn

n!
. En particulier, si z = i�, on a

ei� =

1X
n=0

(i�)n

n!
=

1X
n=0

(�1)n
�2n

(2n)!
+ i

1X
n=0

(�1)2n+1 �2n+1

(2n+ 1)!
= cos � + i sin �:

12
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Deuxième partie

T.D.

Exercice 1

On considère la série entière
P

tan
(
n�
7

)
xn. La fonction tan est �-périodique, d’où la

suite (an)n2N =
(
tan n�

7

)
n2N

est 7-périodique. D’où, la suite (an)n2N est bornée ; il existe
M 2 R+ tel que, pour n 2 N, janj 6 M . Or, le rayon de convergence de la série entièreP

Mxn = M
P

xn vaut 1. D’où, le rayon R de convergence est R > 1. De plus, an 6����!
n!1

0,
la série

P
an diverge grossièrement, donc R 6 1. On en déduit que

R = 1:

Exercice 6

Trouver les solutions développables en séries entières de l’équation différentielle (E) :

(E) : 4x y00(x) + 2 y0(x)� 1 y(x) = 0:

Cette équation est homogène. Comme les coefficients ne sont pas constants, on ne peut pas
utiliser la méthode de l’équation caractéristique.

Soit R le rayon de convergence d’une série entière
P

anxn, et soit, pour x 2 ]�R;R[,
f(x) =

P1

n=0
anxn. On peut dériver terme à terme une série entière sans changer son rayon

de convergence, d’où

8x 2 ]�R;R[;


f 0(x) =

1X
n=1

nan x
n�1;

f 00(x) =

1X
n=2

n (n� 1) an x
n�2:

f est une solution de (E)

() 4x

1X
n=2

n (n� 1) anx
n�2 + 2

1X
n=1

nan x
n�1 �

1X
n=0

anx
n = 0

() 4

1X
n=2

n (n� 1) anx
n�1 + 2

1X
n=1

nan x
n�1 �

1X
n=0

anx
n = 0

() 2a1 � a0 +

1X
n=1

(
4n (n+ 1) an+1 + 2n (n+ 1) an+1 � an

)
xn = 0

()
®
2a1 � a0 = 0

8n > 1; (2n+ 1) (2n+ 2) an+1 � an = 0

par unicité du développement en série entière

() 8n 2 N; an =
a0

(2n)!
par récurrence

14
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Donc, f est une solution de (E) sur ]�R;R[ si, et seulement si

8x 2 ]�R;R[; f(x) = a0

1X
n=0

xn

(2n)!
:

On détermine maintenant R grâce à la règle de d’Alembert.

— si x = 0, alors la série converge.

— si x 6= 0, soit alors un =
∣∣∣ xn

(2n)!

∣∣∣ ; d’où,
un+1

un
=

(2n)!

(2n+ 2)!
� jxj

=
jxj

(2n+ 2) (2n+ 1)
����!
n!1

0 < 1:

D’où, la série converge pour tout x 2 ]�1;+1[. On en déduit donc que R = +1.

On distingue deux cas, en fonction du signe de x.

1er cas si x > 0, alors x =
(p

x
)2, d’où
1X
n=0

xn

(2n)!
=

1X
n=0

(p
x
)2n

(2n)!
= ch

(p
x
)
:

2nd cas si x 6 0, alors �x =
(p�x)2, d’où

1X
n=0

xn

(2n)!
=

1X
n=0

[
� (p�x)2 ]n =

1X
n=0

(�1)n
(p�x)2n
(2n)!

= cos
(p

x
)
:

On conclut : f est une solution développable en série entière sur ]�1;+1[ si, et seulement
si :

9K 2 R; 8x 2 ]�1;+1[; f(x) =

®
K ch

(p
x
)

si x > 0

K cos
(p�x) si x 6 0

:
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