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L’objectif de ce chapitre, sera de “critiquer” le travail en logique fait précédement, puis d’ap-
porter une solution à ce problème ; on �nira par un peu de Hors-Programme.

0 Motivation

0.1 Tables de vérité

Pour l’instant, pour montrer Γ |= G ou G ≡ H, nous devons encore utiliser une table de
vérité. Par exemple, montrons

(p→ q) ∧ (q → r)︸ ︷︷ ︸
G

|=
H︷ ︸︸ ︷

p→ r .

On réalise la table de vérité ci-dessous.

p q r p→ q q → r G H

F F F V V V V X
F F V V V V V X
F V F V F F V X

À faire : Finir table de vérité

Table 1 – Table de vérité pour montrer (p→ q) ∧ (q → r) |= p→ r

0.2 Équations

Supposons JGKρ = V . Montrons que JHKρ = V . On a

V = JGKρ

= J(p→ q) ∧ (q → r)Kρ

...

= JpKρ · JqKρ + JpKρ · JqKρ · JrKρ + JqKρ · JrKρ

et

JHKρ = Jp→ rKρ

...

= JpKρ · JqKρ + JpKρ · JqKρ

+ JrKρ · JqKρ ·
Ä
JpKρ + JpKρ

ä
+ JrKρ+?

À faire : �nir le calcul

0.3 Raisonnement mathématiques

Supposons (p→ q) ∧ (q → r). Montrons que p→ r.

↪→ Supposons donc p. Montrons r
↪→ Montrons q.
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↪→ Montrons p, qui est une hypothèse.
↪→ Montrons p→ q, qui est aussi une hypothèse.

— Montrons q → r, ce qui est vrai par hypothèse.
On reconnaît un arbre.

1 La déduction naturelle en logique propositionnelle

1.1 Séquents
Objectifs de preuves.

Exemple :
Montrons P ∧Q est vrai.
↪→Montrons P .
↪→Montrons Q.

Hypothèses courantes.

Exemple :
Montrons que (n ∈ 4N→ n ∈ 2N) ∧ (n ∈ 4N+ 3→ n ∈ 2N+ 1).

↪→ Montrons n ∈ 4N→ 2N.
↪→ Supposons n ∈ 4N

local
. Montrons n ∈ 2N.

↪→ Montrons n ∈ 4N+ 3→ n ∈ 2N+ 1.
↪→ Supposons n ∈ 4N+ 3. Montrons n ∈ 2N+ 1.

Dé�nition (Séquent) : Un séquent est la donnée
— d’un ensemble d’hypothèses Γ ;
— d’un objectif G.

On le typographie Γ ` G.

Exemple :
Montrons ? ` (n ∈ 4N→ n ∈ 2N) ∧ (n ∈ 4N+ 3→ n ∈ 2N+ 1)
↪→ ? ` (n ∈ 4N→ n ∈ 2N)

↪→ {n ∈ 4N} ` n ∈ 2N
↪→ ? ` (n ∈ 4N+ 3→ n ∈ 2N+ 1)

↪→ {n ∈ 4N+ 3} → n ∈ 2N+ 1
On typographie cette preuve sous forme d’un arbre. À faire : Arbre à faire

1.2 Preuves

Dé�nition : On appelle règle de construction de preuves une règle de la forme :

Γ1 ` ϕ1 Γ2 ` ϕ2 Γ3 ` ϕ3 · · · Γn ` ϕn nom
Γ ` ϕ

.
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On appelle Γ1 ` ϕ1, Γ2 ` ϕ2, Γ3 ` ϕ3, . . . , Γn ` ϕn les prémisses, et Γ ` ϕ la conclusion.

Si n = 0, on dit que c’est une règle de base.

Remarque (Notation) :
Γ est un ensemble. Alors, l’ensemble Γ ∪ {ψ} est noté Γ, ψ.

Exemple :
Un axiome est de la forme Ax

Γ, ϕ ` ϕ .

Une preuve de la forme, appelée introduction du et,

Γ ` ϕ Γ ` ψ
∧i

Γ ` ϕ ∧ ψ

permet de prouver un et. Il correspond au raisonnement mathématique suivant : suppo-
sons Γ ; montrons ϕ ∧ ψ ;
↪→ montrons ϕ ;
↪→ montrons ψ.

Dé�nition (Arbre de preuve) : On appelle arbre de preuve un arbre étiqueté par des
séquents, et dont les liens père–�ls sont des liens autorisés par les règles du système de
preuves. Un système de preuves étant un ensemble de règles.

Exemple (Système Jouet) :

Ax
Γ, ϕ ` ϕ

Γ ` ϕ Γ ` ψ
∧i

Γ ` ϕ ∧ ψ
Γ ` ϕ

∨i,g
Γ ` ϕ ∨ ψ

Γ ` ψ
∨i,d

Γ ` ϕ ∨ ψ
.

Exemple :
Avec le système précédent,

Ax
{P,Q,R} ` P

∨i,g
{P,Q,R} ` P ∨Q

Ax
{P,Q,R} ` Q

∨i,g
{P,Q,R} ` Q ∨ ¬R

∧i
{P,Q,R} ` (P ∨Q) ∧ (Q ∨ ¬R)

∨i,d
{P,Q,R} ` (P ∧X) ∨

(
(P ∨Q) ∧ (Q ∨ ¬R)

)
.

Dé�nition (Être prouvable) : On dit d’un séquent Γ ` G qu’il est prouvable dans un
système de preuve dès lors qu’il existe une preuve dont la racine est étiquetée par Γ ` G.

Rappel (objectifs) :
On veut trouver d’autres moyens de montrer F |= G. On veut que, si F ` G, alors F |= G
(correction). Mais, on veut aussi que, si F |= G, alors G ` F (complétude). On veut aussi
qu’il existe un algorithme qui véri�e F |= G (décidabilité).

4



Dé�nition (Correction) : On dit d’un système de preuve qu’il est correct dès lors que :
pour tout Γ , pour tout G, si Γ ` G admet une preuve, alors Γ |= G.

Exemple : 1. On pose la règle “Menteur” dé�nie comme
Menteur

Γ ` ⊥ .

Ce système de preuve n’est pas correct car {>} 6|= ⊥. Or,

Menteur
{>} ` ⊥ .

2. Le système jouet est correct. Montrons cela par induction sur la preuve de Γ ` G.
— Si la preuve de Γ ` G est de la forme

Ax
Γ ′, G ` G .

Montrons que Γ ′ ∪ {G} |= {G}. Soit donc ρ un modèle de Γ ∪ {G}. Alors
∀ϕ ∈ Γ ∪ {G}, JϕKρ = V . Montrons que ρ est un modèle de G. On pose
ϕ = G ; on a donc JGKρ = V .

— Si la preuve de Γ ` G est de la forme

Γ ` ϕ Γ ` ψ
∧i

Γ ` ϕ ∧ ψ
.

On appelle π1 la branche gauche de l’arbre, et π2 la branche de droite. Par
hypothèse d’induction sur π1, Γ ` ϕ admet une preuve (qui est une sous-
preuve), donc Γ |= ϕ. De même, Γ |= ψ avec la branche π2. On en déduit
que Γ |= ϕ ∧ ψ d’après les résultats du chapitre 0.

— De même pour les autres cas.

Dé�nition (Complétude) : Un système de preuves est complet dès lors que, si Γ |= G,
alors il existe un preuve de Γ ` G.

Exemple :
Le système de preuve ayant pour règle, pour tout Γ , et tout G,

OP
Γ ` G

est complet mais pas correct.

Exemple :
Le système de preuve ayant pour règle, pour tout Γ , et tout G tel que Γ |= G,

Γ ` G

est complet et correct.

1.3 Déduction naturelle

On dé�nit les di�érentes règles d’introduction et d’élimination suivantes.
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Symbole Règle d’introduction Règle d’élimination

> >i
Γ ` >

⊥ Γ ` ⊥ ⊥e
Γ ` G

¬ Γ,G ` ⊥
¬i

Γ ` ¬G
Γ ` G Γ ` ¬G ¬e

Γ ` ⊥

→ Γ,G ` H
→i

Γ ` G→ H

Γ ` H → G Γ ` H →e
Γ ` G

∧ Γ ` G Γ ` H ∧i
Γ ` G ∧H

Γ ` G ∧H ∧e,g
Γ ` G

Γ ` G ∧H ∧e,d
Γ ` H

∨ Γ ` G ∨i,g
Γ ` G ∨H

Γ ` H ∨i,d
Γ ` G ∨H

Γ ` A ∨B Γ,A ` G Γ,B ` G
∨e

Γ ` G

Ax
Γ, ϕ ` ϕ

Table 2 – Règles d’introduction et d’élimination

À ce stade, nous avons dé�nis le système de preuves que l’on appellera déduction naturelle
intuitionniste. Dans le chapitre 0, on a donné une notion de vérité. On a maintenant donné une
notion de preuve. On souhaite maintenant montrer le séquent ? ` p∨¬p, nommé tiers exclu : la
variable p est, soit vrai, soit fausse. Avec le système de preuve actuel, on ne peut pas le montrer.
Mais, on a bien ? |= p ∨ ¬p, car pour tout environment propositionnel ρ, Jp ∨ ¬pKρ = V . D’où
la remarque suivante.

Remarque :
Ce système de preuve n’est pas complet vis à vis de la sémantique de la logique proposi-
tionnelle : on ne peut pas prouver le séquent? ` p∨¬pmalgré son caractère tautologique.

Exemple :
De plus, montrons le résultat : il existe deux irrationnels x et y tels que xy soit rationnel.
On considère le réel

√
2

√
2. S’il est rationnel, la preuve est terminée. S’il ne l’est pas,

notons x =
√

2
√

2, et on remarque que x
√

2 = 2. Dans cette preuve, on utilise le tiers
exclu : x est soit rationnel, soit irrationnel.

Ainsi, la déduction naturelle classique est le système de preuve obtenue en ajoutant la règle
suivante :

TE
Γ ` G ∨ ¬G .

La déduction naturelle classique est un système de preuve complet.

Exemple (preuve en déduction naturelle classique) :
Montrons le séquent ? ` ¬¬p → p. Une preuve de ce séquent n’était pas possible en
déduction naturelle intuitionniste, mais elle est possible en déduction naturelle classique
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à l’aide de la règle du tiers exclu TE.

TE
¬¬p ` p ∨ ¬p

Ax
¬¬p, p ` p

Ax
¬¬p,¬p ` ¬p

Ax
¬¬p,¬p ` p

¬e
¬¬p,¬p ` ⊥

⊥e
¬¬p,¬p ` p

∨e
¬¬p ` p

→i
? ` ¬¬p→ p

Exemple (preuve en dédution naturelle intuitionniste) :
On montre maintenant l’implication inverse. S’il existe une preuve en déduction natu-
relle intuitionniste, elle reste valide dans le système de preuve de la déduction naturelle
classique.

Ax
p,¬p ` p

Ax
p,¬p ` ¬p

¬e
p,¬p ` ⊥

¬i
p ` ¬¬p

→i
` p→ (¬¬p)

Exemple :
On prouve le séquent introductif ? `

(
(p → q) ∧ (q → r)

)
→ (p → r), à l’aide le la

déduction naturelle intuitionniste. On nomme Γ l’ensemble p, (p→ q) ∧ (q → r).

Ax
Γ ` (p→ q) ∧ (q → r)

∧e,d
Γ ` q → r

Ax
Γ ` (p→ q) ∧ (q → r)

∧e,g
Γ ` p→ q

Ax
Γ ` p

→e
Γ ` q

→e
p, (p→ q) ∧ (q → r) ` r

→i
(p→ q) ∧ (q → r) ` p→ r

→i
? `

(
(p→ q) ∧ (q → r)

)
→ (p→ r)

.

Exemple :
Toujours en déduction naturelle intuitionniste, on prouve le séquent

? ` (p→ q)→ (¬q → ¬p).

Ax
p,¬q, p→ q ` ¬q

Ax
p,¬q, p→ q ` p→ q

Ax
p,¬q, p→ q ` p

→e
p,¬q, p→ q ` q

¬e
p,¬q, p→ q ` ⊥

¬i
¬q, p→ q ` ¬p

→i
p→ q ` ¬q → ¬p

→i
` (p→ q)→ (¬q → ¬p)

.

Théorème : La déduction naturelle classique (respectivement intuitionniste) est cor-
recte.

Preuve :
Par induction (longue) sur l’arbre de preuves (c.f. plus haut).
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Corollaire : Pour prouver Γ |= G, il su�t de construire un arbre de preuve de Γ ` G.

Remarque :
On aurait pu dé�nir la déduction naturelle classique en ajoutant une des deux règles
suivantes plutôt que le tiers exclus :

Γ ` ¬¬G ¬¬e
Γ ` G

Γ,¬G ` ⊥
Abs 1

Γ ` G
.

Exercice :
Refaire les preuves du séquent ? ` ¬¬p→ p avec les règles ¬¬e, et Abs.

2 La logique du premier ordre

On veut rajouter à la déduction naturelle des quanti�cateurs, tels que ∀ ou ∃. On considère
la formule

G = ∀x,
((

(x > 0) ∧ (∃y, x = y + 1)
)
∨ (x = 0)

)
.

Cette formule peut être représentée sous forme d’arbre syntaxique, comme celui ci-dessous.

∀x

∨

∧

∃y

=

+

1y

x

>

0x

=

0x

Figure 1 – Arbre syntaxique de la formule G = ∀x,
((

(x > 0) ∧ (∃y, x = y + 1)
)
∨ (x = 0)

)

2.1 Syntaxe de la logique du premier ordre

Dé�nition : On appelle signature du premier ordre la donnée de deux ensembles S

et P. 2 Ces symboles viennent avec une notion d’arité

a : S∪P−→ N.

On appelle l’ensemble des constantes la sous-partie des éléments c de Stelle que a(c) = 0.
Les autres symboles, non constantes, sont appelés fonctions. On appelle P l’ensemble des

1. Abs correspond à absurde
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prédicats. On a toujours S∩P = ?.

Dé�nition : Étant donné un ensemble Sde symboles de fonctions et de constantes, et
un ensemble Vde variables, on dé�nit inductivement l’ensemble des termes sur Set V,
typographié T(S, V), par

— V⊆ T(S, V) ;

— si f ∈ S, et t1, t2, . . . , ta(f) ∈
(
T(S, V)

)a(f), alors f
(
t1, t2, . . . , fa(f)

)
∈ T(S, V).

Exemple :
Si S= {+,−,0}, avec a(+) = 2, a(−) = 1 3 et a(0) = 0 ; si V⊇ {x, y, z}, alors

— +(x, y)
— −(x)
— 0
— +

(
x,−

(
+ (z,0)

))
sont des termes.

Dé�nition (Logique du premier ordre) : Étant donné une signature du premier ordre
(S,P), et un ensemble V de variables, on dé�nit l’ensemble des formules des formules
de la logique du premier ordre typographié F(S,P, V), par induction

— si P ∈ P, et t1, . . . , ta(P ) ∈
(
T(S, V)

)a(P ), alors P
(
t1, . . . , ta(P )

)
∈ F(S,P, V) ;

— ⊥,> ∈ F(S,P, V) ;
— si (G,H) ∈ F(S,P, V)2, alors

G ∧H ∈ F(S,P, V),
G ∨H ∈ F(S,P, V),

G→ H ∈ F(S,P, V),
G↔ H ∈ F(S,P, V),

¬G ∈ F(S,P, V) ;

— Si x ∈ V et G ∈ F(S,P, V), alors

(∀x, G) ∈ F(S,P, V) (∃x, G) ∈ F(S,P, V).

On note un symbole + avec son arité a(+) = 2 comme +(2).

Exemple :
En choisissant P = {>(2),=(2)}, S = {+(2),0(0),1(0)} et V ⊇ {x, y}, on peut alors
construire la formule de l’exemple précédent :

G = ∀x,
((

(x > 0) ∧ (∃y, x = y + 1)
)
∨ (x = 0)

)
.

Codons le en OCaml, comme montré ci-dessous.
1 type symbole_arite = string * int
2

3 type signature = {
4 symbole_terme : symbole_arite list;
5 symbole_predicat : symbole_arite list

2. S est l’ensemble des symboles utilisés pour construire des termes ; P est l’ensemble des symboles utilisés
pour passer du monde des termes pour passer au monde des formules.

3. il s’agit du ‘−’ dans l’expression −x.
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6 }
7

8 type var = string
9

10 type terme =
11 | V of var
12 | T of symbole_arite * ( terme list)
13

14 (* Quelques exemples *)
15

16 let ex0 = T(("0", 0) , []);
17 let ex1 = T(("1", 0) , []);
18 let ex2 =
19 T(("+", 2) , [
20 V("x"),
21 T(("-", 1) , [
22 T(("+", 2) , [
23 V("z"),
24 T(("0", 0) , [])
25 ])
26 ])
27 ])
28

29 (* Definissons la logique du 1er ordre *)
30

31 type po_logique =
32 | Pred of symbole_arite * ( terme list)
33 | Top | Bottom
34 | And of po_logique * po_logique
35 | Or of po_logique * po_logique
36 | Imp of po_logique * po_logique
37 | Equiv of po_logique * po_logique
38 | Not of po_logique
39 | Forall of var * po_logique
40 | Exists of var * po_logique

Code 1 – Dé�nition des formules de premier ordre en OCaml

On dé�nit, dans la suite de cette section, l’introduction et l’élimination de ∀ et ∃. Mais, nous
devons réaliser des substitutions, et c’est ce que nous allons faire dans le reste de cette sous-
section.

Dé�nition : On dé�nit vars inductivement sur T(S, V) par :
— si x ∈ V, vars(x) = {x} ;

— vars
(
f(t1, . . . , tn)

)
=

n⋃
i=1

vars(ti).

Dé�nition : On dé�nit inductivement deux fonctions

FV : F(S,P, V) −→ ℘(V) 4 BV : F(S,P, V) −→ ℘(V) 5

par

— FV(>) = ?,

— FV(⊥) = ?,

— FV(G � H) = FV(G) ∪ FV(H)
avec � ∈ {∧,∨,→,↔},

— FV
(
P (t1, . . . , tn)

)
=

⋃n

i=1 vars(ti),
— FV(¬G) = FV(G),
— FV(∀x, G) = FV(G) \ {x},
— FV(∃x, G) = FV(G) \ {x},

et
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— BV(>) = ?,
— BV(⊥) = ?,
— BV

(
P (t1, . . . , tn)

)
= ?,

— BV(¬G) = BV(G),

— BV(G � H) = BV(G) ∪ BV(H)
avec � ∈ {∧,∨,→,↔},

— BV(∀x, G) = BV(G) ∪ {x},
— BV(∃x, G) = BV(G) ∪ {x},

Exemple :
À faire : Inclure exemple. BV(F ) = {x, y} et FV(F ) = {y, z}.

Dé�nition (α-renommage) : On appelle α-renommage l’opération consistant à renom-
mer les occurrences liées des variables dans une formule.

Exemple :
On considère la formule (

∀x, P (X)
)
∧
(
∀x, ∀y, Q(x, x+ y)

)
.

Elle a pour α-renommage les formules
—

(
∀x, P (x)

)
∧
(
∀x, ∀y, Q(x, x+ y)

)
;

—
(
∀z, P (z)

)
∧
(
∀x, ∀y, Q(x, x+ y)

)
;

—
(
∀z, P (z)

)
∧
(
∀z, ∀y, Q(z, z + y)

)
;

—
(
∀z, P (z)

)
∧
(
∀x, ∀z, Q(x, x+ z)

)
;

—
(
∀z, P (z)

)
∧
(
∀y, ∀y, Q(y, y + y)

)
.

2.2 Substitution

Dé�nition (Substitution) : Une substitution est une fonction de V −→ T(S, V) qui
est l’identité partout, sauf sur un nombre �ni de variables que l’on appelle clé de cette
substitution.

Exemple :
On considère la substitution

σ : V−→ T(S, V)

x 7−→
®
y + y si x = y

x sinon.

L’ensemble des clés de cette substitution sont {y} ; en e�et, σ(y) = y + y, et σ(z) = z.

Dé�nition (Application d’une substitution à un terme) : Étant donné une substitution
σ, on dé�nit inductivement la fonction

· [σ] : T(Σ, V) −→ T(S, V)
t 7−→ t[σ]

5. FV : free variable, variable libre
5. BV : bound variable, variable liée
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par
— x[σ] = σ(x) avec x ∈ V;
—

(
f(t1, . . . , tn)

)
[σ] = f

(
t1[σ], . . . , tn[σ]

)
.

Dé�nition (Application d’une substitution à une formule) : Étant donné une substitu-
tion σ, on dé�nit inductivement l’application de la substitution σ à une formule par

— >[σ] = > ;
— ⊥[σ] = ⊥ ;
— P (t1, . . . , tn)[σ] = P

(
t1[σ], . . . , tn[σ]

)
;

— (G�H)[σ] = G[σ]�H[σ]

avec � ∈ {∨,∧,→,↔} ;
— (¬G)[σ] = ¬

(
G[σ]

)
;

— (∀x, G)[σ] = ∀x, G
[
σ[x 7→ x]

]
— (∃x, G)[σ] = ∃x, G

[
σ[x 7→ x]

]
" On s’assurera que les variables apparaissent dans l’espace image de la substitu-

tion σ n’intersecte pas avec les variables liées de G lors du calcul de G[σ]. Ce peut-être
assuré au moyen du α-renommage.

Exemple :
On considère la formule P (x, y) ∧

(
∀x, Q(x, y)

)
. On applique la substitution σ : (x 7→

x+ y, y 7→ 0).

∧

∀x

Q

yx

P

yx

∧

∀x

Q

0x

P

0+

yx

Figure 2 – Arbre de syntaxe de la formule P (x, y) ∧
(
∀x, Q(x, y)

)
, application de la

substitution σ = (x 7→ x+ y, y 7→ 0)

Exemple :
On considère la même formule, et la substitution σ : (y 7→ x+ x).
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∧

∀x

Q

yx

P

yx

∧

∀x

Q

+

xx

x

P

+

xx

x

∧

∀z

Q

yz

P

yx

formule originale substitution sans α-renommage substitution après α-renommage

Figure 3 – Arbre de syntaxe de la formule P (x, y) ∧
(
∀x, Q(x, y)

)
, application de la

substitution σ = (y 7→ x+ x) directement et avec α-renommage

2.3 Extension au premier ordre de la déduction naturelle

On ajoute les règles suivantes.

Symbole Règle d’introduction Règle d’élimination

∀
Γ ` G ∀i

Γ ` ∀x, G
Γ ` ∀x, G

∀e
Γ ` G

[
(x 7→ t)

]
x 6∈ FV(Γ ) vars(t) ∩ BV(G) = ?

∃ Γ ` G
[
(x 7→ t)

]
∃i

Γ ` ∃x, G

Γ ` ∃x, H Γ,H ` G
∃e

Γ ` G

x 6∈ FV(Γ ) ∪ FV(G)

Table 3 – Extension au premier ordre de la déduction naturelle

Exemple :

Ax
∀x, P (0, x) ` ∀x, P (0, x)

∀e
∀x, P (0, x) ` P (0,1)

∃i
∀x, P (0, x) ` ∃y, P (y,1)

→i
`
(
∀x, P (0, x)

)
→
(
∃y, P (y,1)

)

Exemple :

Ax
∀x, P (x) ` ∀x, P (x)

∀e
∀x, P (x) ` P (x)

∃i
∀x, P (x) ` ∃x, P (x)

→i
`
(
∀x, P (x)

)
→
(
∃x, P (x)

)

13



Exemple :
On pose F1 = ∃x, P (x) et F2 = ∀x, ∀y,

(
P (x)→ Q(y)

)
.

Ax
F1, F2 ` ∃x, P (x)

Ax
F1, F2, P (x) ` ∃y, P (x)→ Q(y) ` ∃y, P (x)→ Q(y)

Ax
Γ, P (x)→ Q(y), P (x) ` P (x)→ Q(y)

Ax
Γ, P (x) ` P (x)

→e
F1, F2, P (x),

(
∃y P (x)→ Q(y)

)
, P (x)→ Q(y) ` Q(y)

∃i
F1, F2, P (x),

(
∃y P (x)→ Q(y)

)
, P (x)→ Q(y) ` ∃y, Q(y)

∃e
F1, F2, P (x),

(
∃y P (x)→ Q(y)

)
` ∃z, Q(z)

→i
F1, F2, P (x) `

(
∃y P (x)→ Q(y)

)
→
(
∃z, Q(z)

)
Ax

F1, F2, P (x) ` ∀x, ∃y, P (x)→ Q(y)
∀e

F1, F2, P (x) ` ∃y, P (x)→ Q(y)
→e

F1, F2, P (x) ` ∃z, Q(z)
∃e

∃x, P (x); ∀x, ∃y,
(
P (x)→ Q(y)

)
` ∃z, Q(z)

Exemple (Paradoxe du buveur) :
On pose ϕ = ∃x, ¬B(x).

TE
? ` ϕ ∨ ¬ϕ

Ax
ϕ ` ϕ

Ax
ϕ,¬B(x), B(x) ` B(x)

Ax
ϕ,¬B(x), B(x) ` ¬B(x)

ϕ,¬B(x), B(x) ` ⊥
⊥e

ϕ,¬B(x), B(x) ` ∀y, B(y)
→i

ϕ,¬B(x) ` B(x)→ ∀y, B(y)
∃i

ϕ,¬B(x) ` ∃x,
(
B(x)→ ∀y, B(y)

)
∃e

ϕ ` ∃x,
(
B(x)→ ∀y, B(y)

)

Ax
¬
(
∃x, ¬B(x)

)
, B(x),¬B(y) ` ¬

(
∃x, ¬B(x)

)
Ax

¬
(
∃x, ¬B(x)

)
, B(x),¬B(y) ` ¬B(y)

∃i
¬
(
∃x, ¬B(x)

)
, B(x),¬B(y) ` ∃x, ¬B(x)

¬e
¬
(
∃x, ¬B(x)

)
, B(x),¬B(y) ` ⊥

Abs
¬
(
∃x, ¬B(x)

)
, B(x) ` B(y)

∀i
¬ϕ,B(x) ` ∀y, B(y)

→i
¬ϕ ` B(x) ` ∀y, B(y)

∃i
¬ϕ ` ∃x,

(
B(x)→ ∀y, B(y)

)
∨e

? ` ∃x,
(
B(x)→ ∀y, B(y)

)

14



Théorème : L’ajout des quatre règles précédentes à la déduction naturelle, intuition-
niste ou classique, maintient sa correction.

Remarque (Hors-Programme) :
L’ajout de ces règles maintient également sa complétude vis-à-vis de la logique classique.

2.4 Règles dérivées

On dé�nit de manière informelle la notion de règle dérivée comme des règles que l’on peut
obtenir comme combinaison des règles déjà existantes.

Exemple :
On considère la règle nommée TE′ dé�nie comme

Γ,H ` G Γ,¬H ` G
TE′

Γ ` G
.

Elle se dérive des règles TE et ∨e :

Ax
Γ ` H ∨ ¬H Γ,H ` G Γ,¬H ` G

∨e
Γ ` G

.

Remarque :
Si Γ ` G est prouvable, et si Γ ⊆ Γ ′, alors Γ ′ ` G est prouvable. On ajoute donc parfois
une règle dit d’a�aiblissement, dé�nie comme

Γ ′ ` G A�
Γ ` G

Γ ′ ⊆ Γ.

2.5 Sémantique

On considère la formule dé�ni par l’arbre de syntaxe suivant. On a P = {P (1), Q(1)}, S =
{⊕(2), 0̃(0), 1̃(0),	(3)} et V⊇ {x, y, z}.
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∀x

∃y

∧

¬

P

⊕

x0̃

Q

	

zy1̃

Figure 4 – Arbre de syntaxe exemple

Pour interpréter une formule de la logique du premier ordre, on doit dé�nir le “monde” des
variables, leur valeur, la valeur d’une constante et d’une fonction, la valeur des prédicats, et le
sens des quanti�cateurs.

Dé�nition (Domaine) : On appelle domaine d’interprétation des termes un ensemble
non vide M.

Exemple :
On peut choisir M = R, ou M = N, M = Z, M = B ou M = T(S, V).

Dans toute la suite de cette section, on �xe les ensembles S, V et P.

Dé�nition (Environnement de variables) : On appelle environnement de variable sur
V ⊆ Vune fonction

µ : V −→M.

Exemple :
On a par exemple µ = (x 7→ 3).

Dé�nition (Structure d’interprétation) : On appelle structure d’interprétation la don-
née de

— un domaine M ;
— une fonction fM : Ma(f) −→M pour chaque symbole f ∈ S;
— une fonction PM : Ma(P ) −→ B pour chaque symbole P ∈ P.

On typographie une telle structure M .
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Exemple :
Si S= {⊕(2),	(2)}, P = {©<(2),©=(2)}, et M = N, alors on dé�nit les fonctions

⊕M : N2 −→ N

(m,n) 7−→ m+ n,

	M : N2 −→ N

(n,m) 7−→
®
n−m si n > m

0 sinon,

©<M : N2 −→ B

(n,m) 7−→
®
V si n < m

F sinon,

et

©=M : N2 −→ B

(n,m) 7−→
®
V si n = m

F sinon.

Dé�nition : On dé�nit la fonction eval prenant en argument
— un terme t,
— une structure d’interprétation,
— un environnement sur au moins les variables de t,

et s’évaluant dans M, telle que eval(x,M, µ) = µ(x) avec x ∈ V, et que

eval
(
f(t1, t2, . . . , ta(f)),M, µ)

=fM (eval(t1,M, µ), eval(t2,M, µ), . . . , eval(ta(f),M, µ)
)

Exemple :
Avec la structure précédente, on a

eval
(
⊕
(
x,	(x, y)

)
,M, (x 7→ 1, y 7→ 2)

)
= ⊕M

(
µ(x),	M

(
µ(x), µ(y)

))
= 1 +	M (1, 2)
= 1 + 0 = 1

Dé�nition (Interprétation des formules) : On dé�nit inductivement J·KM,µ comme
— J>KM,µ = V ;
— J⊥KM,µ = F ;
— J¬GKM,µ = JGKM,µ ;
— JG ∧HKM,µ = JGKM,µ · JHKM,µ ;
— JG ∨HKM,µ = JGKM,µ + JHKM,µ ;
— JG→ HKM,µ = JGKM,µ + JHKM,µ ;
— JG↔ HKM,µ =

Ä
JGKM,µ + JHKM,µ

ä
·
Ä
JHKM,µ + JGKM,µ

ä
;

—
q
P (t1, . . . , ta(P ))

yM,µ = PM
(
eval(t1,M, µ), . . . , eval(ta(P ),M, µ)

)
;

— J∃x, GKM,µ = +
vx∈M

JGKM,µ[x 7→vx] ;

— J∀x, GKM,µ = •
vx∈M

JGKM,µ[x 7→vx],

où on dé�nit + B = V ⇐⇒ V ∈ B, et • B = F ⇐⇒ F ∈ B avec B⊆ {V ,F }.
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Exemple :
On pose S= {⊕(2), Z(0)}, P = {©6 (2),©=(2)}, et

G = ∀x,
(
∃y,

(
∃z,©=

(
x,⊕(y, z)

)
∧ ¬©=

(
z, Z

)))
.

On considère la structure M dé�nie comme donnée de M = N, ⊕M = +, ZM = 0,
©=M = 6, et©=M = “ = ”. Ainsi,

JGKM,( ) = •
vx∈N

Å +
vy∈N

Å +
vz∈N

1vx=vy+vz · 1vz=0

ãã
,

où l’on dé�nit 1G comme V siG est vrai, et F sinon. Pour vx = 0, alors, pour tous vy ∈ N
et vz ∈ N, on a 1vx=vy+vz · 1vz=0 = F . Ainsi, JGKM,µ = F . À faire : cas où M = Z

Dé�nition : Une formule G de la logique du premier ordre est dite satis�able dès lors
qu’il existe une structure M , et un environnement de variables µ tel que JGKM,µ = V .

Une structure M est dit modèle de G dès lors que, pour tout environnement de va-
riables µ, on a JGKM,µ = V .

Une formule G de la logique du premier ordre est dite valide dès lors que pour toute
structure M , et tout environnement de variables µ, on a JGKM,µ = V .

Étant donné deux formules G et H, on dit que H est conséquence sémantique de G dès
lors que, pour toute structure M et environnement de variables µ, si JGKM,µ = V , alors
JHKM,µ = V . On le note G |= H.

On dit que deux formules G et H sont équivalentes dès lors que, G |= H et H |= G. On
le note G ≡ H.

Remarque : — Une formule est dit close dès lors que FV(H) = ?.
— Une formule de ma forme P (t1, t2, . . . , ta(P )) est appelée formule atomique ou pré-

dicat atomique.
— Si FV(G) = {x1, . . . , xn}, la formule ∀x1, . . . , ∀xn, G est appelée cloture univer-

selle de G. La formule ∃x1, . . . ,∃xn, G est appelée cloture existentielle de G.
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3 Synthèse du chapitre

Symbole Règle d’introduction Règle d’élimination

> >i
Γ ` >

⊥ Γ ` ⊥ ⊥e
Γ ` G

¬ Γ,G ` ⊥
¬i

Γ ` ¬G
Γ ` G Γ ` ¬G ¬e

Γ ` ⊥

→ Γ,G ` H
→i

Γ ` G→ H

Γ ` H → G Γ ` H →e
Γ ` G

∧ Γ ` G Γ ` H ∧i
Γ ` G ∧H

Γ ` G ∧H ∧e,g
Γ ` G

Γ ` G ∧H ∧e,d
Γ ` H

∨ Γ ` G ∨i,g
Γ ` G ∨H

Γ ` H ∨i,d
Γ ` G ∨H

Γ ` A ∨B Γ,A ` G Γ,B ` G
∨e

Γ ` G

Ax
Γ, ϕ ` ϕ

Table 4 – Règles d’introduction et d’élimination

TE
Γ ` G ∨ ¬G

Γ ` ¬¬G ¬¬e
Γ ` G

Γ,¬G ` ⊥
Abs

Γ ` G

Table 5 – Déduction naturelle classique

Symbole Règle d’introduction Règle d’élimination

∀
Γ ` G ∀i

Γ ` ∀x, G
Γ ` ∀x, G

∀e
Γ ` G

[
(x 7→ t)

]
x 6∈ FV(Γ ) vars(t) ∩ BV(G) = ?

∃ Γ ` G
[
(x 7→ t)

]
∃i

Γ ` ∃x, G

Γ ` ∃x, H Γ,H ` G
∃e

Γ ` G

x 6∈ FV(Γ ) ∪ FV(G)

Table 6 – Extension au premier ordre de la déduction naturelle
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