
Chapitre 5

Trois exemples d’algorithmes
de graphes

Hugo Salou MPI?

Dernière mise à jour le 20 mars 2023



Table des matières

1 Composantes fortement connexes (cfc) 2

1.1 Rappels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Rangement particulier de graphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Graphe transposé et cfc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 Calcul de tri pré�xe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5 Algorithme de Kosaraju . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Arbres couvrants de poids minimum 11

3 Couplage dans un graphe biparti 15

Annexe A. Remarques supplémentaires 18

1



D
ans ce chapitre, on s’intéresse aux graphes. Nous rappellerons les notions et algorithmes
de graphes vus l’année dernière. On considère 3 exemples d’algorithmes de graphes.

Par exemple, l’année dernière, nous avons vu comment décomposer un graphe non-orienté
en composantes connexes : on choisit un sommet au hasard, puis on parcours les voisins de
ce sommets, et on répète. Mais, dans un graphe orienté, la notion de « composante connexe »
n’est plus la même dans un graphe orienté. C’est l’algorithme décrit dans la section 1.

1 Composantes fortement connexes (cfc)

Dans la suite de cette section, G = (S,A) est un graphe orienté.

Dé�nition : On dit que v ∈ S est accessible depuis u ∈ S s’il existe un chemin de u
à v, que l’on note u ?−→ v. De même, on dit que v ∈ S est co-accessible depuis u ∈ S s’il
existe un chemin de v à u, que l’on note v ?−→ u.

Dé�nition (u ∼G v) : On note u ∼G v si u ?−→ v et v ?−→ u.

Remarque :
La relation ∼G est une relation d’équivalence.

Digression L’année dernière, dans un graphe non orienté, on peut noter∼ la relation d’équi-
valence induite par, si {u, v} ∈ A, alors u ∼ v. Dans ce cas, le même chemin permet d’aller de
u à v, puis de v à u, et ce chemin est le même. Mais, dans un graphe orienté, si u ∼G v, les
chemins de u à v puis de v à u ne sont pas forcément les mêmes.

Dé�nition (cfc) : On appelle composantes fortement connexes (cfc) d’un graphe G, les
classes d’équivalences de la relation ∼G.

Dé�nition : On dit d’un graphe ayant une unique composante fortement connexe qu’il
est fortement connexe.

Exemple :
Le graphe ci-dessous a deux composantes fortement connexes, il n’est donc pas fortement
connexe.

a b

c d e

Figure 1 – Graphe non fortement connexe
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Dé�nition : On appelle ensemble fortement connexe un ensemble V ⊆ S tel que GV

est fortement connexe où GV est le graphe induit par V : GV = (V,A ∩ V 2).

Exemple :
Avec le graphe précédent, l’ensemble {a, b} est un ensemble fortement connexe.

Lemme : Si W est une composante fortement connexe de G, alors W est un ensemble
fortement connexe.

Preuve :
Soit W une composante fortement connexe. On doit montrer que W est un ensemble fortement connexe,
i.e. le graphe GW est fortement connexe, i.e. pour tout couple de sommets (u, v) ∈ W 2, u ∼GW

v. Étant
donné que W est une composante connexe, u ∼G v, donc il existe (n,m) ∈ N2 et deux chemins

u→ v1 → v2 → · · · → vn = v et v → u1 → u2 → · · · → um = u.

Soit alors i ∈ J1, nK. On a donc deux chemins

v → u1 → u2 → · · · → um = u→ v1 → · · · → vi

et
vi → vi+1 → · · · → vn = v.

Ainsi, v ∼G vi et vi ∈ W . De même, pour tout j ∈ J1,mK, uj ∈ W . Ainsi, u ∼Gw
v (en utilisant les

mêmes chemins). Donc, GW est fortement connexe puisque toute paire de sommets est équivalent)

Propriété : Les composantes fortement connexes sont les ensembles fortement connexes
qui sont maximaux pour l’inclusion.

Preuve :“⇐= ” Soit V un ensemble fortement connexe maximal pour l’inclusion.
Remarque : on a V 6= ?. En e�et, un singleton est un ensemble fortement connexe, et donc V ne
sera pas maximal pour l’inclusion.
Soit (u, v) ∈ V 2. Par dé�nition de fortement connexe, u ∼GV

v donc u ∼G v. Soit alors W la
classe des éléments de V ⊆ W . L’ensembleW est fortement connexe (d’après le lemme précédent).
Ainsi, W = V , W est donc une composante fortement connexe.

“ =⇒ ” Soit V une composante fortement connexe. L’ensemble V est fortement connexe, d’après le lemme
précédent. Soit W ⊇ V tel que W est fortement connexe. Montrons que V = W .

— Si W \ V = ?, alors ok.
— Si W \ V 6= ?, alors soit z ∈ W \ V . L’ensemble W est fortement connexe. Soit u ∈ V .

On a u ∼GW
z, donc u ∼G z, donc z ∈ V ce qui est absurde.

Dé�nition : On appelle graphe réduit de G le graphe orienté Ĝ = (Ŝ, Â) où

Ŝ = {x̄ | x ∈ S} et Â =
{
(x̄, ȳ) | (x, y) ∈ A et x̄ 6= ȳ

}
.

Exemple :
À faire : Figure
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Remarque : — Ĝ est acyclique.
— Pour tout couple (x̄, ȳ) ∈ Ŝ2, si x̄ ?−→Ĝ ȳ, alors ∀u ∈ x̄, ∀v ∈ ȳ, x ?−→G v.

1.1 Rappels

Dé�nition : La bordure d’un ensemble de sommets V ⊆ S, noté B(V ), est l’ensemble
des successeurs de V non dans V :

B(V ) = {s ∈ S \ V | ∃u ∈ V, (u, s) ∈ A}.

Dé�nition (parcours) : Un parcours est une permutation des sommets (L1, L2, . . . , Ln)
telle que, pour i ∈ J1, n− 1K,

Li ∈ B({L1, . . . , Li−1}) ou B({L1, . . . , Li−1}) = ?.

On dit d’un Li avec i ∈ J1, nK tel que B({L1, . . . , Li−1}) = ?, que c’est un point de
régénération du parcours.

Lemme : Si V ⊆ S est tel que B(V ) = ?, il n’existe aucun chemin d’un sommet de V
à un chemin de S \ V .

Preuve (par l’absurde) :
Soit un chemin V 3 u0 → u1 → · · · → uk ∈ S \ V avec k ∈ N. Soit I = {i ∈ J0, kK | ui ∈ S \ V }.
L’ensemble I est non vide, car uk ∈ S \ V , et I ⊆ N . Il admet donc un plus petit élément ; nommons
le i0 ∈ J0, kK. On a i0 6= 0 car u0 ∈ V . Ainsi, ui0−1 ∈ V , ui0 ∈ S \ V , et (ui0−1, ui0 ) ∈ A. Donc,
ui0 ∈ B(V ), ce qui est absurde.

Dé�nition : Soit (L1, L2, . . . , Ln) un parcours deG. On noteK le nombre de ses points
de régénération. On note (rk)k∈J1,kK l’extractrice des points de régénération. En notant
de plus rK+1 = n+ 1. Le partitionnement associé au parcours est alors{

{Lri , Lri+1, . . . , Lri+1−1}
∣∣∣ i ∈ J1,KK

}
..

Exemple :
Si n = 10 et les points de régénération sont d’indices 1, 4, 7 et 8, alors le partitionnement
associé est donc {

{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7}, {8, 9, 10}
}
.

Dé�nition : Un partitionnement P1 est un ra�nement d’un partitionnement P2 dès
lors que

∀C1 ∈ P1, ∃C2 ∈ P2, C1 ⊆ C2.

Propriété : Les composantes fortement connexes sont un ra�nement des partitionne-
ment des parcours.
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Preuve :
Soient u et v deux sommets de la même composante fortement connexes. Supposons que u et v ne sont pas
dans la même partie du partitionnement pour un parcours (L1, . . . , Ln) du graphe. Soit iu et iv tels que
u = Liu et v = Liv . Sans perdre en généralité, on peut supposer iu 6 iv . Il existe alors i0 ∈ Kiu, ivK tels
que Li0 est un point de régénération. Alors,

B
(
{L1, L2, . . . , Li0−1}

)
= ?.

D’après le lemme précédent, il n’existe pas de chemin de u à v, ce qui est absurde car u et v sont dans la
même composante fortement connexe.

1.2 Rangement particulier de graphe

Dé�nition (Sommet ouvert) : Soit (L1, . . . , Ln) un parcours de G. Pour k ∈ J1, nK et
i ∈ J1, kJ, on dit que Li est ouvert à l’étape k si

Succ(Li) 6⊆ {Lj | j ∈ J1, kJ}

où Succ(Li) est l’ensemble des successeurs de Li.

Cette dé�nition nous permet de dé�nir les parcours en largeur et en profondeur.

Dé�nition (parcours en largeur) : Soit (L1, . . . , Ln) un parcours. Il est dit en largeur
si chaque sommet du parcours qui n’est pas un point de régénération est un successeur
du premier sommet ouvert à cette étape :

∀k ∈ J2, nK, B({Lj | j ∈ J1, kJ} = ? ou Lk ∈ Succ(Li0 )

avec i0 = min{i ∈ J1, kJ | Li ouvert à l’étape k}.

Dé�nition (parcours en profondeur) : Soit (L1, . . . , Ln) un parcours. Il est dit en lar-
geur si chaque sommet du parcours qui n’est pas un point de régénération est un succes-
seur du dernier sommet ouvert à cette étape :

∀k ∈ J2, nK, B({Lj | j ∈ J1, kJ}) = ? ou Lk ∈ Succ(Li0 )

avec i0 = max{i ∈ J1, kJ | Li ouvert à l’étape k}.

Exemple :
Dans le graphe ci-dessous, un parcours en largeur est

¯
a→ c→ b→ d→ f  

¯
e.

Les sommets soulignées sont les points de régénération. On peut remarquer qu’il n’y a pas
unicité du parcours en largeur, on aurait pu commencer le parcours par

¯
a→ b→ c→ · · · ,

et ce parcours est aussi un parcours en largeur.
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a b

c d

e

f

Figure 2 – Exemple de graphe orienté – parcours en largeur

Sur le même graphe, un parcours en profondeur est

¯
a→ b→ f → c→ d 

¯
e.

De même, il n’y a pas unicité du parcours en profondeur.

Dé�nition (tri topologique) : Soit (Ti)i∈J1,nK une permutation des sommets. On dit
que T est un tri topologique si

∀(i, j) ∈ J1, nK2, si (Ti, Tj) ∈ A alors i 6 j.

Exemple :
Un tri topologique du graphe ci-dessous est la permutation indiquée dans le graphe.

a

c

d

b

f

e

1

2 3

4

5

6

Figure 3 – Tri topologique d’un graphe

Dé�nition : Soit une permutation de sommets (Ti)i∈J1,nK. On appelle rang de u ∈ S
dans T le plus petit indice dans T d’un élément accessible (u ?−→ v) et co-accessible
(v ?−→ u) depuis u. On dé�nit

rangT (u) = min{i ∈ J1, nK | Ti ∼G u}.

Dé�nition : Étant donné une permutation (Ti)i∈J1,nK des sommets de G, on dé�nit la
relation

4T = {(u, v) ∈ S2 | rang(u) 6 rang(v)}.

On dit alors que T est un tri pré�xe dès lors que, pour tout (u, v) ∈ S2, si u ?−→ v alors
u 4T v.
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Remarque :
Étant donné une permutation T , pour tout couple de sommets (u, v),

u ∼G v ⇐⇒ (u 4T v et v 4T u).

1.3 Graphe transposé et cfc

Dé�nition : Étant donné un grapheG = (S,A), on appelle graphe transposé deG, que
l’on note G>, le graphe

G> =
(
S,
{
(y, x) ∈ S2 ∣∣ (x, y) ∈ A

})
.

Propriété : Soit T un tri pré�xe de G. Soit L un parcours de G> utilisant l’ordre des
points de régénération induit par T . Alors, la partition associée à L est la décomposition
en composantes forment connexes.

Preuve :
Soit T un tri pré�xe du graphe G. Soit L un parcours de G>. Montrons que le partitionnement associé à
L est la décomposition en composantes fortement connexes. Il su�t de montrer que, si u et v sont dans la
même partition du parcours L de G> : u ∼G v.

Remarque : les composantes fortement connexes de G et G> sont les mêmes.

Soient u et v deux sommets dans la même partition deL. C’est donc qu’il existe un point de régénération
Lrk tel queLrk

?
−→G> u etLrk

?
−→G> v. Ainsi,Lrk

?
←−G u etLrk

?
←−G v. Alors, rangT (u) 6 rangT (Lrk ).

Supposons que Lrk 6
?
−→ Gu. Alors, rangT (u) 6= rangT (Lrk ). D’où, il existew ∼G u apparaissant avant

(strictement) Lrk dans T . Ce qui est absurde car on aurait dû visiter w avant.

On en déduit que Lrk
?
−→G u, et v ?

−→G u, De même pour v, on a Lrk
?
−→G v et u ?

−→G v. Finalement,
on a

u ∼G v.

Exemple :
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a c

de

f g h

b

i

2

9

5

3 14

7

78

Figure 4 – Exemple de tri pré�xe

Un tri pré�xe dans le graphe ci-dessous est g ← f ← c← e← d  i  b← a  h. Il
s’agit d’un parcours en profondeur.

1.4 Calcul de tri pré�xe

On peut donc donner un algorithme calculant un tri pré�xe. On donne cet algorithme en
impératif, même si la version récursive est plus simple.

Algorithme 1 Calcul d’un tri pré�xe
Entrée Un graphe G = (S,A).
Sortie Un tri pré�xe des sommets de G.

1: Procédure ExploreDescendants(s, Visités, Res)
2: Entrée Un graphe G = (S,A), Res, Visités, s ∈ S.
3: Sortie Modi�e Res et Visités de sorte que Res soit un parcours pré�xe de Visités et des

sommets accessibles depuis s.
4: todo← pileVide
5: empiler

(
(s, Succ(s)), todo

)
6: Visités← {s} ∪Visités
7: tant que todo 6= pileVide faire
8: (x, `)← depiler(todo)
9: si ` = ( ) alors

10: Res← x · Res
11: sinon
12: t · `′ ← ` . on sépare la tête t du reste `′ de la pile `.
13: empiler((x, `′), todo)
14: si t 6∈ Visités alors
15: Visités← {t} ∪Visités
16: empiler

(
(t, Succ(t)), todo

)
17: Visités← ?
18: Res← ( )
19: tant que S \Visités 6= ? faire
20: s← un sommet de S \Visités
21: ExploreDescendants(s, Visités, Res)
22: retourner Res
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On montre la correction de cet algorithme. On cherche des invariants intéressants, que l’on
ne prouvera pas. Pour la boucle “tant que,” dans la procédure ExploreDescendants, on choisit
les invariants

1. pour tout couple de sommets (u, v) ∈ S2, si Cl(u) ⊆ Res et que u ?−→ v, alors Cl(v) ⊆ Res
et randRes(u) 6 rangRes(v),

2. K(todo) ∪ Res = Visités, où où K(todo) est l’ensemble des premières composantes des
couples de todo,

3. les clés de todo, du fond de la pile au sommet forment un chemin,
4. si u est un élément de Visités, et v est un descendant de u,

— ou bien v ∈ Res,
— ou bien v ∈ K(todo)
— ou bien v est un descendant d’un élément d’une liste adjointe à un élément w ∈

K(todo) tel que u ?−→ w.
On admet que ces 4 propriétés sont invariantes. À la �n, ∀x ∈ Res, Cl(x) ⊆ Res, et dnc l’inva-
riant 1 assure alors que nous avons un tri pré�xe.

1.5 Algorithme de Kosaraju

Algorithme 2 Algorithme de Kosaraju
Entrée Un graphe G = (S,A)
Sortie Les composantes fortement connexes de G

1: On calcule un tri pré�xe de G.
2: On parcours G> en utilisant l’ordre T comme points de régénération.
3: On retourne le plus petit partitionnement associé au parcours.

1.6 Applications

Théorème : 2-cnf-sat ∈ P.

Exemple :
On considère la formule H = (x∨¬y)∧ (¬y∨ z)∧ (y∨¬z)∧ (y∨ z). Elle est équivalente
à

H′ = (¬x→ ¬y)
∧ (y → x)
∧ (y → z)
∧ (¬z → ¬y)
∧ (z → y)
∧ (¬y → ¬z)
∧ (¬y → z)
∧ (¬z → y)

En replaçant les → par des arrêtes dans un un graphe, on obtient celui représenté ci-
dessous.
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x y z

¬x ¬y ¬z

Figure 5 – Représentation d’une formule 2-cnf-sat par un graphe

Preuve :
Soit H ∈ 2cnf. On pose

H = (`1,1 ∨ `1,2) ∧ . . . ∧ (`n,1 ∨ `n,2).

Dans la suite, on note `ci,j le littéral opposé à `i,j . À la formule H, nous associons le graphe GH dé�ni
comme suit :

SH =
{
(`i,j) | i ∈ J1, nK, j ∈ {1, 2}

}
∪
{
(`ci,j) | i ∈ J1, nK, j ∈ {1, 2}

}
,

AH =
{
(`ci,1, `i,2 | i ∈ J1, nK

}
∪
{
(`ci,2, `i,1) | i ∈ J1, nK

}
.

Lemme : Si ρ est un modèle de H et u ?
−→ v tel que JuKρ = V , alors JvKρ = V .

Preuve :
Soit ρ un modèle de H. Montrons par récurrence Pn : “si u ?

−→ v par un chemin de longueur n et
JuKρ = V , alors JvKρ = V .”

— P0 : u = v, donc ok.
— Pn+1 : supposons Pn vraie pour n ∈ N. Soient u et v tels que

u→ u1 → u2 → · · · → un → un+1 = v

et JunKρ = V . D’aprèsPn, JunKρ = V . Or, (un, un+1) ∈ AH . C’est donc queuc
n∨un+1 ∈

H. Or, JunKρ = V , donc Juc
nKρ = F . Or, Jun ∨ vKρ = V et donc JvKρ = V .

On conclut par récurrence.

Propriété : H est satis�able si, et seulement si aucune variable et sa négation ne se trouvent dans
la même cfc de GH .

Preuve :“ =⇒ ” Par contraposée, soit x et ¬x se trouvant dans la même cfc de GH . On procède par
l’absurde. Soit ρ un environnement propositionnel tel que JHKρ = V .

— Si ρ(x) = V , alors JxKρ = V . Or, x ?
−→ ¬x. Alors, d’après le lemme, J¬xKρ = V et

donc ρ(x) = F , absurde.

— Si ρ(x) = F , alors J¬xKρ. Or, ¬x ?
−→ x et donc, d’après le lemme, JxKρ = V d’où

ρ(x) = V , absurde.
Il n’existe donc pas un tel ρ.

“⇐= ” Si GH est telle qu’aucune variable et sa négation soient dans la même cfc. Soit x ∈ Q une
variable propositionnelle. Soit C1, . . . , Cp les composantes fortement connexes du graphe,
triées par ordre topologique i.e. pour (i, j) ∈ J1, pK2, si j > i, alors il n’y a pas de chemin
d’un élément deCj vers un élément deCi. Regardons alors où sont rangésx et¬x. Six ∈ Ci
et ¬x ∈ Cj avec i < j, on dé�nit alors ρ(x) = F . Sinon, on dé�nit ρ(x) = V . Montrons
alors que ρ est un modèle de H : JHKρ = V . Par l’absurde, soit `i,1 ∨ `i,2 une 2-clause
de H telle que J`i,1 ∨ `i,2Kρ = F , donc J`i,1Kρ = F et J`i,2Kρ = F . Alors, (`ci,2, `i,1)
est une arrête de GH et, (`ci,1, `i,2) est une arrête de GH . Ainsi, en notant a l’indice de la
composante `ci,2, b l’indice de `i,1, c l’indice de `ci,1 et d l’indice de `i,2, on a a 6 b, b < c
par dé�nition de ρ, c 6 d et d < a par dé�nition de ρ, d’où

a 6 b < c 6 d < a,

ce qui est absurde. On a donc pour toute 2-clause `i,1 ∨ `i,2 de H, J`i,1 ∨ `i,2Kρ = V et
donc JHKρ = V .
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Algorithme 3 Solution au problème 2cnfsat
Entrée H une 2-cnf
Sortie ρ un modèle de H ou None si H n’est pas satis�able

1: On construit GH

2: On construit les cfc C1, . . . , Cp de GH (dans un ordre topologique)
3: si il existe x et i ∈ J1, pK tel que x ∈ Ci et ¬x ∈ Ci alors
4: retourner None
5: sinon
6: retourner ρ dé�ni comme

ρ : Q −→ B

x 7−→
®

F si i < j

V sinon

où x ∈ Ci et ¬x ∈ Cj .

2 Arbres couvrants de poids minimum

Exemple :
On considère le graphe ci-dessous.

a e

b c d

1

56 2

6 2

4

Figure 6 – Arbre pondéré

On cherche à « supprimer » des arrêtes de ce graphe a�n d’avoir un poids total mini-
mum, tout en conservant la connexité du graphe. Une structure assurant cette condition
est un arbre.

Pour résoudre ce problème, on part du graphe vide, et on ajoute les arrêtes les moins
coûteuses en premier.

Dé�nition (Arbre) : Soit G = (S,A) un graphe non-orienté. On dit que G est un arbre
si G est connexe et acyclique.

Dé�nition (Arbre couvrant) : Étant donné un graphe non orienté pondéré par poids
positifsG = (S,A, c), 1 on dit deG′ = (S′, A′) que c’est un arbre couvrant deG si S′ = S
et A′ ⊆ A, et G′ est un arbre.

Dé�nition (Arbre couvrant de poids minimum) : Étant donné un graphe non orienté
pondéré G = (S,A, c) et un arbre couvrant T = (S′, A′), on appelle poids de l’arbre T la

1. on dit que c est la fonction de pondération de ce graphe
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valeur
∑

a∈A′
c(a).

SiG est connexe, il admet au moins un arbre couvrant, on peut dé�nir l’arbre couvrant
de poids minimum (acpm).

On dé�nir alors le problème

acpm 2
®

Entrée : G = (S,A, c) connexe
Sortie : le poids de l’arbre couvrant de poids minimum.

Algorithme 4 Algorithme de Kruskal
Entrée G = (S,A, c) un graphe connexe
Sortie Un arbre couvrant de poids minimum

1: B ← ?
2: U ← ?
3: tant que il existe u et v tels que u fiB v faire
4: Soit {x, y} ∈ A \ U de poids minimal
5: si x ∼B y alors
6: U ←

{
{x, y}

}
∪ U

7: sinon
8: U ←

{
{x, y}

}
∪ U

9: B ←
{
{x, y}

}
∪B

10: retourner T = (S,B)

Propriété : L’algorithme de Kruskal est correct.

Preuve : 1. Il existe un arbre couvrant de poids minimum utilisant les arrêtes de B ;
2. B ⊆ U ⊆ A ;
3. ∀{u, v} ∈ U , u ∼B v.

Ces trois propriétés sont invariantes.
Initialement B = ? = U , donc ok.
Propagation Soient

¯
B et

¯
U (resp. B̄, Ū ) les valeurs deB etU avant (resp. après) une itération de boucle.

Supposons que
¯
B et

¯
U satisfont les propriétés 1, 2 et 3. Montrons que B̄ et Ū les satisfont aussi.

2. On a {x, y} ∈ A et
¯
B ⊆

¯
U ⊆ A, donc

B̄ ⊆
¯
B ∪ {{x, y}} ⊆

¯
U ∪ {{x, y}} ⊆ A.

3. Soit {u, v} ∈ Ū .
— Si {u, v} ∈

¯
U , alors de 3, u ∼

¯
B v. Or,

¯
B ⊆ B̄ et donc u ∼B̄ v.

— Sinon, {u, v} = {x, y}, alors x = u et v = y.
— Sous-cas 1 : B̄ =

¯
B ∪ {{x, y}}, alors x ∼B̄ y.

— Sous-cas 2 : B̄ =
¯
B, alors par condition du si, x ∼

¯
B y et donc x ∼B̄ y.

1. Soit Tun acpm contenant
¯
B.

— Cas 1 : B̄ =
¯
B, ok

— Cas 2 : B̄ =
¯
B ∪ {{x, y}}.

— Sous-cas 1 : {x, y} ∈ T, alors Test un acpm qui contient B̄.
— Sous-cas 2 : {x, y} 6∈ T, T est un arbre couvrant, donc il contient une chaîne

de x à y :

{

x=

x0, x1}, {x1, x2}, . . . , {xn−1, xn=

y

}.

Or, ∀i ∈ J1, n− 1K, xi ∼
¯
B xi+1. Par transitivité, on a donc x = x0 ∼

¯
B xn =

y, ce qui n’est pas le cas. Il existe donc i0 ∈ J0, n − 1K, tel que xi0 fi¯
B xi0+1

et donc {xi0 , xi0+1} 6∈ ¯
U . D’où, d’après 3, on a {xi0 , xi0+1} 6∈ ¯

B Considérons

2. Arbre Couvrant de Poids Minimum
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alors T′ =
(
T\{{xi0 , xi0+1}}

)
∪{{x, y}}. Montrons que T′ est un acpm conte-

nant B, en commençant par montrer que c’est un arbre couvrant. L’arbre T′ a
n− 1 arrêtes (autant que T). Montrons que T′ est connexe. Soit (a, b) ∈ S2. T
est connexe, soit donc une chaîne

C : a = u0, u1, . . . , un = b

de T. Si la chaîne C n’utilise pas l’arrête {xi0 , xi0+1}, alors C est une chaîne
de T′. Sinon, on pose µ et τ tels que

a, . . . , xi0︸ ︷︷ ︸
µ

, xi0+1, . . . , b︸ ︷︷ ︸
τ

.

Soit alors la chaîne
µ︷ ︸︸ ︷

a, . . . , xi0 , xi0−1, xi0−2, . . . , x0 = x,

b, . . . , xi0+1︸ ︷︷ ︸
τ

, xi0+2, . . . , xn−1, xn = y

qui est dans T′. Montrons que le poids est minimum. Notons P (T) le poids de
l’arbre. On a donc

P (T′) = P (T) + c({x, y})− c({xi0 , xi0+1}).

Par choix glouton, ({xi0 , xi0+1 6∈ ¯
U}), c({x, y}) 6 c({xi0 , xi0+1}) doncP (T′) 6

P (T), et Tétant de poids min, P (T′) = P (T) et T′ est un acpm contenant B̄.
Les invariants le sont.

À la �n, B induit un graphe connexe et B est contenu dans un acpm, c’en est donc un.

Une structure pour la gestion des partitions : UnionFind.

Dé�nition (Type de données abstrait UnionFind) : On dé�nit le type de données abs-
trait UnionFind comme contenant

— un type t de partitions ;
— un type elem des éléments manipulés par les partitions ;
— initialise_partition : elem list → t retournant le partitionnement dans le-

quel chaque élément est seul dans sa classe ;
— find : (t * elem)→ elem retournant un représentant de la classe de l’élément. Si

deux éléments x et y sont dans la même classe, dans le partitionnement p, alors
find(p, x) = find(p, y) ;

— union : (t*elem*elem)→ t retourne le partitionnement dans lequel on a fusionné
les classes des arguments.

Exemple :
On réalise le pseudo-code ci-dessous.

— p← initialise_partition([1, 2, 3, 4, 5]) {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}}
— find(p, 1) = 1
— union(p, 1, 3) {{1, 3}, {2}, {4}, {5}}
— find(p, 1) = find(p, 3)

On implémente ce type abstrait en OCaml.

Remarque (Niveau zéro – listes de liste) :

1 type ’a t = ’a list list

13



2

3 let initialise_partition (l: ’a list): ’a t =
4 List.map (fun x -> [ x ] ) l
5

6 let rec find (p: ’a t) (x: ’a): ’a =
7 match p with
8 | classe :: classes ->
9 if List.mem x classe then List.hd classe

10 else find classes x
11 | [] -> raise Not_Found
12

13 let est_equiv (p: ’a t) (x: ’a) (y: ’a): bool =
14 (find p x) = (find p y)
15

16 let rec extrait_liste (x: ’a) (p: ’a t): ’a list * ’a p =
17 match p with
18 | classe :: classes ->
19 if List.mem x classe then (classe , classes )
20 else
21 let cl , cls ’ = extrait_liste x classes in
22 (cl , classe :: cls ’)
23 | [] -> raise Not_Found
24

25 let union (p: ’a t) (x: ’a) (y: ’a): ’a t =
26 if est_equiv p x y then p
27 else
28 let cx , p’ = extrait_liste x p in
29 let cy , p’’ = extrait_liste y p’ in
30 (cx @ cy) :: p’’

Code 1 – Implémentation du type UnionFind en OCaml

Remarque (Niveau un – tableau de classes) :
Dans la case du tableau, on inscrit le numéro de sa classe. Pour find, on prend le premier
ayant la même classe. Pour union, on re-numérote vers un numéro commun. Par exemple,

0 1 0 0 1 2
0 1 2 3 4 5 ←→ {{0, 2, 3}, {1, 4}, {5}}.

Remarque (Niveau deux – tableau de représentants) :
Dans les cases du tableau, on écrit le représentant de la classe de i. Pour find, on lit la
case. Pour union, on re-numérote vers un numéro commun. Par exemple,

2 4 2 2 4 5
0 1 2 3 4 5 ←→ {{0, 2, 3}, {1, 4}, {5}}.

Remarque (Niveau trois – arbres) :
Pour union(0, 1), on cherche le représentant de 0 (2) puis celui de 1 (4). On fait pointer 4
vers 2. Pour la suite de l’implémentation, c.f. dm3.

54

1

2

30

Figure 7 – Représentation par des arbres
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Avec cette nouvelle structure, on peut maintenant revenir sur l’algorithme de Kruskal.

Algorithme 5 Algorithme de Kruskal – version 2
Entrée Un graphe G = (S,A, c) un graphe non orienté, pondéré
Sortie Un acpm

1: Soit (ei)i∈J1,mK un tri des arrêtes par coût croissant
2: f ← 0 . Nombre d’union e�ectuées
3: p← initialise_partition(S)
4: I ← 0
5: B ← ?
6: tant que f < n− 1 faire
7: {x, y} ← eI

8: si find(p, x) 6= find(p, y) alors
9: p← union(p, x, y)

10: B ← B ∪ {{x, y}}
11: f ← f + 1
12: I ← I + 1
13: retourner (S,B)

Étude de complexité. Notons Cn
find un majorant du coût de find sur une structure conte-

nant n éléments, notons Cn
union un majorant du coût de union sur une structure contenant n

éléments, et notonsCn
init un majorant du coût de init sur une structure contenant n éléments.

La complexité de cet algorithme est de
O
(
Cn

init + 2mCn
find + n Cn

union +m log2 m
)
.

3 Couplage dans un graphe biparti

Dé�nition (Couplage) : On appelle couplage d’un graphe non orienté G = (S,A), la
donnée d’un sous-ensemble C ⊆ A tel que

∀{x, y}, {x′, y′} ∈ C, {x, y} ∩ {x′, y′} 6= ? =⇒ {x, y} = {x′, y′}.

a

b

c

d

1

2

3

4

Figure 8 – Exemple de couplage

Exemple :
On réutilise l’exemple ci-dessous dans toute la section. L’ensemble C = {{a, 2}, {b, 3}}
est un couplage. Mais, l’ensemble C′ = {{a, 1}, {a, 2}} n’en est pas un.

Dé�nition : Un couplage est dit maximal s’il est maximal pour l’inclusion (⊆). Un cou-
plage est dit maximum si son cardinal est maximal.
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Exemple :
Dans l’exemple précédent,

— le couplage C = {{a, 2}, {b, 3}} n’est ni maximal, ni maximum;
— le couplage C′ = {{a, 2}, {b, 3}, {d, 4}} est maximal mais pas maximum;
— le couplage C′′ = {{a, 1}, {b, 3}, {c, 2}, {d, 4}} est maximum.

Remarque :
Dans toute la suite, on ne considère que des graphes bipartis.

Dé�nition : Étant donné un graphe biparti G = (S,A) et un couplage C, un sommet
x est dit libre dès lors que

∀{y, z} ∈ C, x 6∈ {y, z}.

Une chaîne élémentaire 3(c0, c1, . . . , c2p+1) est dit augmentante si
— c0 et c2n+1 sont libres ;
— ∀i ∈ J0, pK, {c2i, c2i+1} ∈ A \ C ;
— ∀i ∈ J0, p− 1K, {c2i+1, c2i+2} ∈ C.

Exemple :

C0 C1

C2 C3

C4 C5

Figure 9 – Chaîne augmentante

Exemple :
Dans l’exemple de cette section, (d, 4) et (c, 2, a, 1) sont deux chaînes augmentantes.

Propriété : Étant donné un graphe biparti G = (S,A) avec S = S1 ∪· S2 (partitionne-
ment du graphe biparti), un couplage C est maximum si, et seulement s’il n’admet pas
de chaînes augmentantes.

Preuve :“ =⇒ ” Soit C un couplage admettant une chaîne augmentante. Montrons que C n’est pas maxi-
mum. Soit la chaîne augmentante 4

c0 → c1 ⇒ c2 → c3 ⇒ c4 → · · · → c2p−1 ⇒ c2p → c2p+1.

3. i.e. une chaîne sans boucles.
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On considère alors le couplage

C
′ =

(
C \

{
{c2i+1, c2i+2} | i ∈ J0, p− 1K

})
∪
{
{c2i, c2i+1} | i ∈ J0, pK

}
.

On transforme donc la chaîne en

c0 ⇒ c1 → c2 ⇒ c3 → · · · → c2p−1 → c2p ⇒ c2p+1.

C’est bien un couplage, et Card(C′) = CardC + 1. C n’est donc pas un couplage maximum.
“⇐= ” Soit C un couplage non maximum. Montrons que C admet une chaîne augmentante. Soit M un

couplage maximum, et D = C 4 M = (C \ M) ∪· (M \ C). On a CardC < CardM et
Card(C \ M) < Card(M \ C). On remarque que, si c0 → c1 → c2 → · · · → cp−1 → cp
est une chaîne de D, (si c0 → c1 ∈ C \M et c1 → c2 ∈ C \M donc c1 est dans deux arrêtes
distinctes d’un couplage C, ce qui est absurde ; de même pour les autres arrêtes). Ainsi, 2 arrêtes
consécutives ne sont pas dans la même composante de l’union (C \M) ∪· (M \ C). Considérons
la relation d’équivalence ∼ sur D dé�nie par {x, y} ∼ {z, t} ⇐⇒ def. il existe une chaîne de D
utilisant l’arrête {x, y} et l’arrête {z, t}. Soit le partitionnement D1, . . . , Dq de D par ∼. Par
inégalité de cardinal, il existe un Di tel que

Card{e ∈ Di | e ∈ C} < Card{e ∈ Di | e ∈M}.

L’ensemble Di contient alors une chaîne augmentante.

Algorithme 6 ChaîneAugmentante : Trouver une chaîne augmentante dans un graphe biparti
G = (S,A) muni d’un couplage C partant d’un sommet s ∈ S

1: Procédure Augmente(x, chaîne)
2: pour y ∈ Succ(x) \ chaîne faire
3: si y est libre dans C alors
4: retourner Some

(
chaîne ] (y)

)
5: sinon
6: Soit z tel que {y, z} ∈ C.
7: r ← Augmente(z, chaîne ] (y, z))
8: si r 6= None alors
9: retourner r

10: retourner None
11: si s est libre dans C alors
12: retourner Augmente(s, (s))
13: sinon
14: retourner None

Remarque :
Si un sommet n’est pas libre dans le couplage C, il n’est pas libre dans les couplage
obtenus par inversion de chaîne depuis C.

Algorithme 7 Calcul d’un couplage maximum
Entrée G = (S,A) un graphe biparti, avec S = S1 ∪· S2

1: C ← ?
2: Done← ?
3: tant que ∃x ∈ S1 \Done faire
4: Soit un tel x.
5: r ← ChaîneAugmentante(G,C, x)
6: si r 6= None alors
7: Some(a)← r
8: On inverse la chaîne a dans C.
9: Done← {x} ∪Done

10: retourner C

4. On représente⇒ pour les arrêtes dans le couplage C.
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Annexe A. Remarques supplémentaires

Le parcours d’un graphe G = (S,A) a une complexité en O(|S|+ |A|).
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