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0 Motivation

C
onsidérons la grille de Sudoku 2× 2 ci-dessous.

3 2
4 1
3 2

4 1

Figure 1 – Grille de Sudoku 2× 2

On modélise ce problème : on considère Pi,j,k une variable booléenne, c’est à dire un
élément de {V , F }, dé�nie telle que

Pi,j,k : “m(i, j) ?= k” avec (i, j, k) ∈ J1, 4K3 ..

On peut dé�nir des contraintes logiques (des expressions logiques) pour résoudre le Sudoku.
Les opérateurs ci-dessous seront dé�nis plus tard.

P113

∧ P1,4,2

∧ P2,2,4

∧ P2,3,1

...
∧ P1,2,1 → (¬P1,2,2 ∧ ¬P1,2,3 ∧ ¬P1,2,4)
...

Pour résoudre le Sudoku, on peut essayer chaque cas possible. Mais, ces possibilités sont très
nombreuses.

En mathématiques, on utilise une certaine logique. Il en existe d’autre, certaines où tout est
vrai, certaines où il est plus facile de montrer des théorèmes, etc. On va dé�nir une logique
ayant le moins d’opérateurs possibles.

1 Syntaxe

Dé�nition : On suppose donné un ensemble P de variables propositionnelles.

Dé�nition : On dé�nit alors l’ensemble des formules de la logique propositionnelle par
induction nommée avec les règles :

— ¬
∣∣1 ;

— ∧
∣∣2 ;

— ∨
∣∣2 ;

— →
∣∣2 ;

— ↔
∣∣2 ;

— >
∣∣0 ;

— ⊥
∣∣0 ;

— V
∣∣0
P

.

On nomme l’ensemble des formules F.
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Exemple :

∨(∧(→(V (P ),>( ),¬(⊥( ))),∨(↔(>( ),>( )), V (r)).

∨

V

r

∨

↔

>>

∧

¬

⊥

→

>V

P

Figure 2 – Arbre syntaxique d’une expression logique

Pour simpli�er la syntaxe, on écrit plutôt(
(p→ >) ∧ ¬⊥

)
∨
(
(> ↔ >) ∨ r).

Dé�nition (taille d’une formule) : On dé�nit, par induction, la taille notée “taille” comme

taille : F−→ N

p ∈ P 7−→ 1
> 7−→ 1
⊥ 7−→ 1
¬G 7−→ 1 + taille(G)

G→ H 7−→ 1 + taille(G) + taille(H)
G↔ H 7−→ 1 + taille(G) + taille(H)
G ∧H 7−→ 1 + taille(G) + taille(H)
G ∨H 7−→ 1 + taille(G) + taille(H).

Dé�nition (Ensemble des variables propositionnelles) : On dé�nit inductivement

vars : F−→ ℘(P) 1

p ∈ P 7−→ {p}
>,⊥ 7−→ ?
¬G 7−→ vars(G)

G�H 7−→ vars(G) ∪ vars(H)

où � correspond à ∪, ∩,→ ou↔.

1. Le ℘(E) représente ici l’ensemble des parties de E.
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Dé�nition : On appelle substitution une fonction de Pdans Fqui est l’identité partout
sauf sur un ensemble �ni de variables. On la note alors

(p1 7→ H1, p2 7→ H2, . . . , pn 7→ Hn)

qui est la substitution

P−→ F

p 7−→
®
Hi si p = pi

p sinon.

Exemple :
La fonction

σ = (p 7→ p ∨ q, r 7→ p ∧ >)

est une substitution. On a σ(p) = p ∨ q, σ(r) = p ∧ >, σ(q) = q et, pour toute autre
variable logique a, σ(a) = a.

Dé�nition (Application d’une substitution à une formule) : Étant donné une formule
G ∈ Fet une substitution σ, on dé�nit inductivement G[σ] par

>[σ] = >
⊥[σ] = ⊥
p[σ] = σ(p)
(¬G)[σ] = ¬(G[σ])
(G�H)[σ] = (G[σ])�H[σ]

où � correspond à ∪, ∩,→ ou↔.

Exemple :
Avec G = p ∧ (q ∨ >) et σ = (p 7→ p, q 7→ r ∧ >), on a

G[σ] = q ∧
(
(r ∧ >) ∨ ⊥

)
.

Dé�nition : On appelle parfois clés d’une substitution de σ, l’ensemble des variables
propositionnelles sur lequel elle n’est pas l’identité.

Dé�nition : On dé�nit la composée de deux substitutions σ et σ′ par

σ · σ′ : P−→ F

p 7−→
(
p[σ]

)
[σ].

Exemple :
Avec σ = (p 7→ q) et σ = (q 7→ r), on a

σ′ · σ = (p 7→ r, q 7→ r).
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En e�et,

σ′ · σ(x) =


r si x = p

r si x = q

x sinon.

Exemple :
Avec σ = (p 7→ q ∧ >), σ′ = (q 7→ ⊥, r 7→ p), on a

σ′ · σ(x) =


⊥ ∧> si x = p

⊥ six = q

p si x = r

x sinon
= (p 7→ ⊥ ∧ >, q 7→ ⊥, r 7→ p).

Remarque :
L’opération · est associative.

Propriété : Soient σ et σ′ deux substitutions, on a, pour toute formule H ∈ F,(
H[σ]

)
[σ′] = H[σ′ · σ].

Preuve :
Notons PG la propriété “(G[σ])[σ′] = G[σ′ · σ]”

Montrons que, pour toute formule G ∈ F, PG est vraie par induction :
—

(
>[σ]

)
[σ′] =(def) > = >[σ′·]

—
(
p[σ]

)
[σ′] = p[σ′ · σ]

— à faire à la maison : le cas ¬ et un cas ∧.

Dé�nition : On appelle relation sous-formule, la relation � dé�nie dans la section 3
du chapitre −1.

2 Sémantique

2.1 Algèbre de Boole

Dé�nition : On note B = {V ,F } l’ensemble des booléens.

Dé�nition : Sur B, on dé�nit les opérateurs
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a b a · b
F F F
F V F
V F F
V V V

Table 1 – Opération · sur les booléens

a b a+ b
F F F
F V V
V F V
V V V

Table 2 – Opération + sur les booléens

a ā
F V
V F

Table 3 – Opération ¯̃ sur les booléens

Remarque :

Nom · +
Commutativité a · b = b · a a+ b = b+ a

Neutre V · a = a F + a = a
Absorbant F · a = F V · a = V

Associativité (a · b) · c = a · (b · c) a+ (b+ c) = (a+ b) + c
Idempotence a · a = a a+ a = a
Distributivité a · (b+ c) = a · b+ a · c a+ (b · c) = (a+ b) · (a+ c)

Complémentaire a · ā = F a+ ā = V

Morgan a · b = ā+ b̄ a+ b = ā · b̄

Table 4 – Règles dans B

2.2 Fonctions booléennes

Dé�nition (Environnement propositionnel) : On appelle environnement propositionnel
une fonction de P dans B.

Dé�nition : On appelle fonction booléenne une fonction de BP dans B. On note l’en-
semble des fonctions booléennes F.

Remarque :
Si |P| = n, alors

∣∣BP
∣∣ = 2n et donc |F| = 22n .

6



Exemple :
La fonction

f :

Ü
(p 7→ F , q 7→ F ) 7→ F
(p 7→ F , q 7→ V ) 7→ V
(p 7→ V , q 7→ F ) 7→ V
(p 7→ V , q 7→ V ) 7→ V

ê
∈ F

est une fonction booléenne.

2.3 Interprétation d’une formule comme une fonction booléenne

Dé�nition (Interprétation) : Étant donné une formule G ∈ F et un environnement
propositionnel ρ ∈ BP, on dé�nit l’interprétation de G dans l’environnement ρ par

— J>Kρ = V ;
— J⊥Kρ = F ;
— JpKρ = ρ(p) où p ∈ P;
— J¬GKρ = JGKρ ;
— JG ∧HKρ = JGKρ · JHKρ ;
— JG ∨HKρ = JGKρ + JHKρ ;
— JG→ HKρ = JGKρ + JHKρ ;
— JG↔ HKρ =

Ä
JGKρ + JHKρ

ä
·
Ä
JHKρ + JGKρ

ä
.

Exemple :
Avec ρ = (p 7→ V , q 7→ F ), et G = (p ∧ >) ∨ (q ∧ ⊥), on a

JGKρ = J(p ∧ >) ∨ (q ∧ ⊥)Kρ

= Jp ∧ >Kρ + Jq ∧ ⊥Kρ

= JpKρ · J>Kρ + JqKρ · J⊥Kρ

= ρ(p) · V + ρ(q) · F
= V + F

= V .

Dé�nition (Fonction booléenne associée à une formule) : Étant donné une formule G,
on note

F 3 JGK : BP −→ B

ρ 7−→ JGKρ .

Exemple :
La fonction booléenne associée à p ∨ q est

f :

Ü
(p 7→ F , q 7→ F ) 7→ F
(p 7→ F , q 7→ V ) 7→ V
(p 7→ V , q 7→ F ) 7→ V
(p 7→ V , q 7→ V ) 7→ V

ê
∈ F.

La fonction booléenne associée à p ∨ (q ∧ >) est aussi f ; tout comme (p ∨ ⊥) ∨ (q ∧ >).
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2.4 Liens sémantiques

Dé�nition : On dit que G et H sont équivalents si et seulement si JGK = JHK. On note
alors G ≡ H.

Dé�nition (Conséquence sémantique) : On dit que H est conséquence sémantique de
G dès lors que

∀ρ ∈ BP,
(
JGKρ = V

)
=⇒

(
JHKρ = V

)
.

On le note G |= H.

Propriété : On a
G ≡ H ⇐⇒

(
G |= H et H |= G

)
.

Preuve :“ =⇒ ” On supposeG ≡ H. Soit ρ ∈ BP. On suppose JGKρ = V alors JHKρ = V car JGK = JHK.
On suppose maintenant JHKρ = V , et alors JGKρ = V car JGK = JHK.

“⇐= ” On suppose G |= H et H |= G. Soit ρ ∈ BP. On suppose JGKρ = V alors JHKρ = V car
H |= H et donc JGK = JHK. On suppose maintenant JHKρ = V alors JGKρ = V car G |= H.
Par contraposée, si JGKρ = F , alors JHKρ = F . On en déduit que JGK = JHK.

Remarque :
|= n’est pas une relation d’ordre.

Remarque :
La relation ≡ est une relation d’équivalence. De plus, si G ≡ G′ et H ≡ H′, alors

— G ∧H ≡ G′ ∧H′ ;
— G ∨H ≡ G′ ∨H′ ;

— G→ H ≡ G′ → H′ ;
— G↔ H ≡ G′ ↔ H′ ;

— ¬G ≡ ¬G′.

Une telle relation est parfois appelée une congruence.

Dé�nition : On dit d’une formule H ∈ Fqu’elle est
— valide ou tautologique dès lors que ∀ρ ∈ BP, JHKρ = V ;
— satis�able dès lors qu’il existe ρ ∈ BP, JHKρ = V ;
— insatis�able dès lors qu’il n’est pas satis�able.

On dit de ρ ∈ BP tel que JHKρ = V que ρ est un modèle de H.

Exemple : — p ∨ ¬p est une tautologie. En e�et, soit ρ ∈ BP, on a

Jp ∨ ¬pKρ = JpKρ + JpKρ = V .

— p est satis�able mais non valide. En e�et,

JpK(p 7→V ) = V et JpK(p7→F ) = F .
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— p ∧ ¬p est insatis�able. En e�et, soit ρ ∈ BP, on a

Jp ∧ ¬pKρ = JpKρ · JpKρ = F .

Dé�nition : Si Γ est un ensemble de formules, on écrit Γ |= H pour dire que

∀ρ ∈ BP, (∀G ∈ Γ, JGKρ = V ) =⇒ JHKρ = V .

Remarque :
Si Γ est �ni, alors on a

Γ |= H ⇐⇒
( ∧
G∈Γ

G
)
|= H.

On doit faire la preuve, pour n > 1,

{G1, G2, . . . , Gn} |= H ⇐⇒ (· · · ((G1 ∧G2) ∧G3) · · · ∧Gn) |= H.

3 Le problème Sat – Le problème Validité

On dé�nit le problème Sat comme ayant pour donnée une formule H et pour question “H
est-elle satis�able ? ” et le problème Valide comme ayant pour donnée une formule H et pour
question “H est-elle valide? ”

3.1 Résolution par tables de vérité

a b c a ∧ b ¬b ¬c ¬b ∨ ¬c (a ∧ b)→ (¬b ∨ ¬c)
V V V V F F F F
V F V F V F V V
V F F F V V V V
V V F V F V V V
F V V F F F F V
F F V F V F V V
F F F F V V V V
F V F V F V V V

Table 5 – Table de vérité de (a ∧ b)→ (¬b ∨ ¬c)

Exemple :

Le problème Sat lit la colonne résultat, on cherche un V . Le problème Valide lit la colonne
résultat et véri�e qu’il n’y a que des V .

Remarque :
Deux formules sont équivalent si et seulement si elles ont la même colonne résultat.

On essaie d’énumérer toutes les possibilités : si |P| = n ∈ N, alors le nombre de classes
d’équivalences pour ≡ est au plus 22n . On cherche donc un meilleur algorithme.
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4 Représentation des fonction booléennes

4.1 Par des formules?

p q r S

F F F V
F F V F
F V F F
F V V V
V F F V
V F V F
V V F V
V V V F

Table 6 – Table de vérité d’une formule inconnue

On regarde les cas où la sortie est V et on crée une formule permettant de tester cette combi-
naison de p, q et r uniquement. On unie toutes ces formules par des∨. Dans l’exemple ci-dessus,
on obtient

(¬p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ q ∧ ¬r).

Théorème : Soit f : BP→ B une fonction booléenne avec P �ni. Il existe une formule
H ∈ F telle que JHK = f .

Avant de prouver ce théorème, on démontre d’abord les deux lemme suivants et on dé�nit
litρ.

Dé�nition : Soit ρ ∈ BP. On dé�nit

litρ(p) =
®
p si ρ(p) = V ;
¬p sinon.

Lemme :
∀ρ ∈ BP, ∃G ∈ F,

(
∀ρ′ ∈ BP, JGKρ

′
= V ⇐⇒ ρ = ρ′).

On prouve ce lemme :

Preuve :
P est �ni. Notons donc P = {p1, . . . , pn} ses variables. Soit alors ρ ∈ BP, on dé�nit

Hρ =

n∧
i=1

litρ(pi).

Montrons que JHρKρ
′

= V ⇐⇒ ρ = ρ′. Soit ρ′ ∈ BP.
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— Si ρ = ρ′, alors

JHρKρ
′

=
r n∧
i=1

litρ(pi)
zρ′

=

n

•

i=1

Jlitρ(pi)Kρ
′

Soit i ∈ J1, nK. Si ρ(pi) = V alors ρ′(pi) = V , or, litρ(pi) = pi et donc Jlitρ(pi)Kρ
′

= JpiKρ
′

=
V ; sinon si ρ(pi) = F , alors ρ′(pi) = F , or, litρ(pi) = ¬pi et donc

Jlitρ(pi)Kρ
′

= J¬piKρ
′

= JpiKρ
′

= ρ
′(pi) = F̄ = V .

et comme ceci étant vrai pour tout i ∈ J1, nK, on a

n

•

i=1

Jlitρ(pi)Kρ
′

= V .

— Sinon (ρ 6= ρ′), soit donc pi ∈ P tel que ρ(pi) 6= ρ′(pi). Si ρ(pi) = V alors ρ′(pi) = F et
donc litρ(pi) = pi et Jlitρ piKρ

′
= ρ′(pi) = F ; sinon si ρ(pi) = F , alors ρ′(pi) = V et donc

litρ(pi) = ¬pi et Jlitρ(pi)Kρ
′

= J¬piKρ
′

= JpiKρ
′ = V̄ = F .

On en déduit donc que

JHρKρ
′

=

n

•

j=1

Jlitρ(pj)Kρ
′

= F

car il existe i ∈ J1, nK tel que Jlitρ(pi)Kρ
′

= F .

On peut donc maintenant prouver le théorème :

Lemme : Considérons alors la formule

H =
∨
ρ∈BP

f(ρ)=V

Hρ.

On a JHK = f .

Preuve : — Soit ρ ∈ BP tel que f(ρ) = V , on a donc

JHKρ =
r ∨

ρ′∈BP

f(ρ′)=V

Hρ′

zρ
.

Hρ apparaît donc dans cette disjonction. Or, JHρK = V et donc JHKρ = V .
Si f(ρ) = F , alors on a vu que ∀ρ′ tel que f(ρ′) = V , alors ρ′ 6= ρ et donc JHρ′ Kρ = F et donc

r ∨
ρ′∈BP

f(ρ′)=V

Hρ′

z
= F .

Finalement JHK = f .

Le théorème est prouvé directement à l’aide des deux lemmes précédents.

On connaît donc la réponse à la question du nom de ce paragraphe, à savoir “peut-on repré-
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senter les fonctions booléennes par des formules ?” Oui.

4.2 Par des formules sous formes normales?

Dé�nition : On dit d’une formule de la forme
— p ou ¬p avec p ∈ P, que c’est un littéral ;
—

∧n

i=1 `i où les `i sont des littéraux que c’est une clause conjonctive ;
—

∨n

i=1 `i où les `i sont des littéraux que c’est une clause disjonctive ;
—

∧n

i=1 Di où lesDi qui sont des clauses disjonctives est appelée une forme normale
conjonctive ;

—
∨n

i=1 Ci où lesCi qui sont des clauses conjonctives est appelée une forme normale
disjonctive.

Remarque :
On prend, comme convention, que

∧0
i=1 Gi = > et

∨0
i=1 Gi = ⊥.

Exemple :

La formule
clause conjonctive︷ ︸︸ ︷

(p ∧ ¬q) ∨
clause conjonctive︷ ︸︸ ︷

(r ∧ p) est donc une clause normale disjonctive.

Remarque :
On écrit fmd pour une forme normale disjonctive et fnc pour une forme normale conjonc-
tive.

Exemple :
La formule p ∧ q ∧ ¬r est une clause conjonctive donc une fnc mais c’est aussi une fnd.

Exemple :
La formule > est une clause conjonctive de taille 0, donc c’est une fnd. Mais, c’est aussi
une clause conjonctive de taille 0, donc c’est une fnc. De même, la formule ⊥ est une fnc
et une fnd.

Théorème : Toute formule est équivalente à une formule sous fnd et à une formule
sous fnc.

Preuve :
Soit G ∈ Fune formule. Soit JGK la fonction booléenne associée à G. Alors, par le théorème précédent, il
existe une formule H telle que JHK = JGK (i.e. H ≡ G) avec H construit dans la preuve précédente sous
forme normale disjonctive.

Exemple :
La formule G = p ∧ (¬q ∨ p) a pour table de vérité la table suivante.
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p q JGK
F F F
F V F
V F V
V V V

Table 7 – Table de vérité de p ∧ (¬q ∨ p)

La forme normale disjonctive équivalente à G est (p ∧ ¬q) ∨ (p ∧ q).

Nous n’avons pas encore prouvé la deuxième partie du théorème mais, on essaie de trouver
une formule sous fnc :

Exemple :
On reprend l’exemple de la table de vérité d’une fonction inconnue.

p q r f f̄

F F F V F
F F V F V
F V F F V
F V V V F
V F F V F
V F V F V
V V F V F
V V V F V

Table 8 – Table de vérité d’une formule inconnue (2)

On analyse la formule f̄ au lieu de f . Grâce à la première partie du théorème (et de la
méthode pour générer cette fnd), on a

f̄ = (¬p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r).

Et, à l’aide des lois de De Morgan, on a

f̄ = (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ ¬r),

ce qui est une fnc.

À l’aide de cet algorithme, on prouve facilement la 2nde partie du théorème.

Remarque :
Il est en fait possible de transformer une formule en fnd en appliquant les règles sui-
vantes à toutes les sous-formules jusqu’à obtention d’un point �xe.

— ¬¬H  H ;
— ¬(G ∧H) G ∨H ;
— ¬(G ∨H) G ∧H ;

— (G ∨H) ∧ I  (G ∧ I) ∨ (H ∧ I) ;

— I ∧ (G ∨H) (I ∧G) ∨ (I ∧H) ;

— H ∧ > H ;
— > ∧H  H ;
— H ∨ ⊥ H ;
— ⊥ ∨H  H ;

— ¬> ⊥ ;
— ⊥ ∧H  ⊥ ;
— H ∧ ⊥ ⊥ ;
— ¬⊥ > ;

— > ∨H  > ;
— H ∨ > >.
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Propriété : Soit n > 2 et Hn la formule Hn = (a1 ∨ b1) ∧ (a2 ∨ b2) ∧ · · · ∧ (an ∨ bn)
avec Pn = {a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn}. Alors, par application de l’algorithme précédent
on obtient ∨

P∈℘(J1,nK)

Å n∧
j=1

{
aj si j∈P

bj sinon

ã
.

À faire :

Preuve (par récurrence) :

Remarque :
Qu’en est-il du problème Sat ? Le problème est-il simpli�é pour les fnd ou les fnc ?

Oui, pour les fnd, le problème se simpli�e. On considère, par exemple, la formule

(`11 ∧ `12 ∧ · · · ∧ `1,n1 )
∨ (`21 ∧ `22 ∧ · · · ∧ `2,n2 )
...

...
∨ (`m,1 ∧ `m,2 · · · `m,nm ).

On procède en suivant l’algorithme suivant : (À faire : Mettre l’algorithme à part) Pour i
�xé, je lis la ligne i, puis je fabrique un environnement ρ.

Par exemple, pour (p∧¬q ∧ r ∧¬p)∨ (q ∧ r ∧¬q)∨ (p∧ r), on a ρ = (p 7→ V , r 7→ V ).

On en conclut que Sat peut être résolu en temps linéaire dans le cas d’une forme nor-
male disjonctive. Le problème est de construire cette fnd.

Remarque :
Après s’être intéressé au problème Sat, on s’intéresse au problème Valide.

Par exemple, on considère la formule (p ∨ q ∨ ¬r ∨ ¬p) ∧ (p ∨ ¬r ∨ p ∨ r) ∧ (q ∨ r). On
peut construire ρ = (q 7→ F , r 7→ F ) est tel que JHKρ = F .

Si on ne peut pas construire un tel environnement propositionnel, la formule véri�e le
problème Valide.

On en conclut que Valide peut être résolu en temps linéaire dans le cas d’une forme
normale conjonctive. Le problème est de construire cette fnc.

5 Algorithme de Quine

L’objectif de cet algorithme est de résoudre le problème Sat. On commence par poser quelques
lemmes, puis on donne l’algorithme.

Remarque :
Une forme normale peut être vue comme un ensemble d’ensembles de littéraux (c’est la
représentation que nous allons utiliser en OCamL).
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Exemple :

L’ensemble
{
{p, q}, {p, r},?

}
, a pour for-

mule sous fnc associée (p∨¬q)∧(q∨r)∧⊥.

L’ensemble
{
{p,¬q}, {q, r},?

}
a pour

formule sous fnd associée (p ∧ ¬q) ∨ (q ∧
r) ∨ >.

L’ensemble ? a pour formule sous fnc as-
sociée >.

L’ensemble? a pour formule sous fnd as-
sociée ⊥.

Lemme : Pour toute formule H, pour tout variable propositionnelle p et pour tout en-
vironnement propositionnel ρ, tel que ρ(p) = V , alors

r
H[p 7→ >]

zρ
= JHKρ .

Preuve (par induction sur les formules) : — Si H = p, avec p ∈ P, alors
r
H[p 7→ >]

zρ
= J>Kρ = V = JHKρ.

— Si H = >, alors H[p 7→ >] = H.

— Si H = ¬H1 tel que
r
H1[p 7→ >]

zρ
= JH1Kρ, alors,

r
H[p 7→ >]

zρ
=

r
¬
(
H1[p 7→ >]

)zρ
=

r
H1[p 7→ >]

zρ

= JH1Kρ

= J¬H1Kρ

= JHKρ.

— Si H = H1 ∧H2 avec H1 et H2 véri�ant l’hypothèse d’induction, alors
r
H[p 7→ >]

zρ
=

r(
H1[p 7→ >]

)
∧
(
H2[p 7→ >]

)zρ
=

r
H1[p 7→ >

zρ
·
r
H2[p 7→ >]

zρ

= JH1Kρ · JH2Kρ

= JH1 ∧H2Kρ.

Remarque :
Le résultat reste vrai en remplaçant V par F et > par ⊥.

Lemme : Pour toute formule H, et pour toute variable propositionnelle p, H est satis-
�able si, et seulement si H[p 7→ >] est satis�able ou H[p 7→ ⊥] est satis�able.

Preuve :“ =⇒ ” SoitH ∈ Fune formule satis�able. Il existe donc un environnement propositionnel ρ dé�ni
sur vars(H) tel que JHKρ = V .

— Si ρ(p) = V , alors
r
H[p 7→ >]

zρ
= V , d’après le lemme précédent. Donc, H[p 7→ >] est

satis�able.
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— Sinon, ρ(p) = F et donc, d’après le lemme précédent,
r
H[p 7→ ⊥]

zρ
= V . La formule

H[p 7→ ⊥] est satis�able.
“⇐= ” Supposons H[p 7→ >] satis�able. Il existe donc un environnement propositionnel µ dé�ni sur

vars(H[p 7→ >]) tel que JH[p 7→ >]Kµ = V . Or, vars(H[p 7→ >]) = vars(H) \ {p}. On peut
donc étendre µ en

ρ : vars(H) −→ B

x 7−→
®
µ(x) si x 6= p

V sinon.

Ainsi, JHKµ = JH[p 7→ >]Kρ = JHKρ car p 6∈ vars(H[p 7→ >]).

Lemme : Une formule sans variables est
— satis�able si et seulement si elle est équivalente à > ;
— insatis�able si et seulement si elle est équivalente à ⊥ ;

Preuve :
Soit H une telle formule.

H ≡ > ⇐⇒ ∀ρ ∈ B?
, JHKρ = J>Kρ

⇐⇒ JHK( ) = J>K( )

Si H est satis�able, il existe un environnement propositionnel ρ ∈ B? tel que JHKρ = V = JHK( ). On
conclut que H ≡ >. De même si H est insatis�able.

1 type formule =
2 | Top | Bot
3 | Var of string
4 | Not of formule
5 | And of formule * formule
6 | Or of formule * formule
7 | Imply of formule * formule
8 | Equiv of formule * formule
9

10 let substitution (f: formule) (x: string) (g: string): formule =
11 〈code déjà fait en tp〉
12

13 exception Found of string (* arret de la boucle *)
14 let get_var (f: formule): string option =
15 let rec aux (f: formule): unit =
16 match f with
17 | Top | Bot -> ()
18 | Var(y) -> raise(Found(y))
19 | Not(f1) -> aux f1
20 | And(f1, f2)
21 | Or(f1 , f2)
22 | Imply(f1, f2)
23 | Equiv(f1, f2) -> (aux f1; aux f2)
24 in try
25 aux f;
26 None
27 with
28 | Found(y) -> Some(y)
29

30 let rec test_equiv (f: formule): bool option =
31 match f with
32 | Var(_) -> None
33 | Top -> Some(true)
34 | Bot -> Some(false)
35 | Not(h) ->
36 begin
37 match test_equiv h with
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38 | None -> None
39 | Some(b) -> Some(not b)
40 end
41 | And(h1, h2) ->
42 begin
43 match test_equiv h1 , test_equiv h2 with
44 | Some(false), _ | _, Some(false) -> Some(false)
45 | Some(true), Some(true) -> Some(true)
46 | _ -> None
47 end
48 | Or(h1 , h2) ->
49 begin
50 match test_equiv h1 , test_equiv h2 with
51 | Some(true), _ | _, Some(true) -> Some(true)
52 | Some(false), Some(false) -> Some(true)
53 | _ -> None
54 end
55 | Imply(h1, h2) ->
56 begin
57 match test_equiv h1 , test_equiv h2 with
58 | Some(false), _
59 | Some(true), Some(true) -> Some(true)
60 | Some(true), Some(false) -> Some(false)
61 | _ -> None
62 end
63 | Equiv(h1, h2) ->
64 begin
65 match test_equiv h1 , test_equiv h2 with
66 | Some(true), Some(true)
67 | Some(false), Some(false) -> Some(true)
68 | Some(true), Some(false)
69 | Some(false), Some(true) -> Some(false)
70 | _ -> None
71 end
72

73 let rec quine (f: formule): bool =
74 match get_var f, test_equiv f with
75 | _, Some(b) -> b
76 | None , _ -> failswith "cas␣impossible"
77 | Some(p), None -> ?

Code 1 – Algorithme de Quine version zéro

Remarque :
Dans la suite, on s’intéresse aux formules sous forme cnf. Une cnf (ou même une dnf)
peut être représentée au moyen d’un ensemble d’ensemble de littéraux. Ces ensembles
sont �nis. Par exemple, la formule (p ∨ ¬q) ∧ (r ∨ p ∨ p) est représenté par{

{p,¬q}, {r, p}
}
.

Algorithme 1 Algorithme Assume
Entrée G une cnf, p une variable propositionnelle, et b ∈ B.
Sortie Une cnf équivalente à G[p 7→ b].

1: Soit `V le littéral p si b = V , ¬p sinon.
2: Soit `F le littéral ¬p si b = V , p sinon.
3: pour C ∈ G faire
4: si `V ∈ C alors
5: On retire C de G.
6: sinon
7: si `F ∈ C alors
8: On retire `F de C.

On peut donc donner l’algorithme de Quine �nal :
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Algorithme 2 Algorithme de Quine
Entrée Une cnf G

1: si G = ? alors
2: retourner Oui
3: sinon
4: si ? ∈ G alors
5: retourner Non
6: sinon si ∃{`} ∈ G alors
7: si ` = p, avec p ∈ vars(G) alors
8: Quine(Assume(G, p,V ))
9: sinon si ` = ¬p, avec p ∈ vars(G) alors

10: Quine(Assume(G, p,F ))
11: sinon
12: p← h(G)
13: On essaie Quine(Assume(G, p,V ))
14: On essaie Quine(Assume(G, p,F ))
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6 Synthèse du chapitre

— Formules —

On dé�nit l’ensemble des formules Fpar
induction nommé avec les règles

— ¬
∣∣1 ;

— ∧
∣∣2 ;

— ∨
∣∣2 ;

— →
∣∣2 ;

— ↔
∣∣2 ;

— >
∣∣0 ;

— ⊥
∣∣0 ;

— V
∣∣0
P

.

On dé�nit inductivement taille(F ), pour
F ∈ F, la taille de cette formule, i.e. le
nombre d’opérateurs dans cette formule.
On dé�nit également l’ensemble des va-
riables vars(F ) d’une formule F ∈ F.

Une substitution est une fonction de P

dans F, où elle est l’identité partout,
sauf en nombre �ni de variables, alors
nommés clés de cette substitution. On
note F [σ] l’application d’une substitu-
tion σ à une formule F ∈ F. On dé�nit
la composée de deux substitutions σ ·σ′,
comme σ · σ′ : p 7→ (p[σ])[σ′], cela ne
correspond pas à la dé�nition mathéma-
tique d’une composition de fonctions.

— Fonctions booléennes —

Un environnement propositionnel est
une fonction de P dans B. Une fonction
booléenne est une fonction de BP dans
B. L’ensemble F est l’ensemble des fonc-
tions booléennes.

On dé�nit inductivement l’interprétation
d’une formule F ∈ F dans un envi-
ronment ρ. On note ce booléen JF Kρ.
On note également JF K l’application
ρ 7→ JF Kρ.

— Liens sémantiques —

On noteG ≡ H si, et seulement si JGK =
JHK. On note G |= H dès lors que, pour
ρ ∈ BP, si JGKρ = V , alors JHKρ = V .
On étend cette dé�nition pour un en-
semble Γ de formules G. On a G ≡ H
si, et seulement si G |= H et H |= G.

Une formule valide ou tautologique est
une formule dont l’interprétation vaut
toujours V , peu importe l’environne-
ment propositionnel. Une formule satis-
�able est une formule dont l’interpréta-
tion vaut V , pour un certain environne-
ment propositionnel. Si ρ ∈ BP véri�e
JF Kρ = V , on dit que ρ est un modèle de
F .
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