
Produits tensoriels

1 Exercice 1.
Soient E,F et G des espaces vectoriels de dimension finie supérieure
à 2.

1. Donner un élément de E ⊗ F qui n’est pas un tenseur simple.
2. Donner un exemple d’espaces vectoriels E, F et G et d’appli-

cation linéaire h : E ⊗ F → G telle que h(x⊗ y) 6= 0 pour tout
x ∈ E \ {0} et y ∈ F \ {0} mais qui n’est pas injective.

3. Que se passe-t-il si E ou F est de dimension 1 ?
4. Soient f : E → G et g : F → G des applications linéaires.

Existe-t-il une application linéaire ϕ : E ⊗ F → G telle que
pour tout x ∈ E et y ∈ F on ait

ϕ(x⊗ y) = f(x) + f(y).

1. Considérons (e1, e2) une famille libre de E et (f1, f2) une famille
libre de F . On considère

z = e1 ⊗ f1 + e2 ⊗ f2 ∈ E ⊗ F.

L’élément z n’est pas simple. Par l’absurde, supposons le simple,
et on écrit que z = x⊗y avec x ∈ E et y ∈ F . On complète les fa-
milles (e1, e2) et (f1, f2) en deux bases (ei)i∈J1,nK et (fj)j∈J1,mK de
E et F respectivement. On écrit, avec les bases, x =

∑n
i=1 λixi

puis y =
∑m

j=1 µjfj. Alors x⊗ y =
∑

i,j λiµj(ei ⊗ fj) = z. Ceci
permet d’en déduire que

λiµj =

{
1 si i = j = 1 ou i = j = 2

0 sinon.
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D’où, λ1µ2 = 0 et donc λ1 = 0 ou µ2 = 0. Cependant, λ1µ1 =
λ2µ2 = 1, ce qui est absurde. Ainsi z n’est pas un tenseur
simple.

2. Considérons k = R et E = F = C vu comme un k-espace
vectoriel de dimension 2. On pose l’application

ϕ : C× C −→ C

(x, y) 7−→ xy,

qui est bilinéaire. Ainsi, par propriété universelle, ϕ induit une
unique application linéaire

h : C⊗ C −→ C

x⊗ y 7−→ xy.

Alors, pour tout x, y ∈ C \ {0}, alors h(x⊗ y) = xy 6= 0. Or, on
a h(1 ⊗ i) = h(i ⊗ i) et 1 ⊗ i 6= i ⊗ 1 donne la non injectivité
(car (1⊗ 1, i⊗ 1, 1⊗ i, i⊗ i) forme une base de C⊗ C).

3. Si dimE = 1 on écrit E = vect e. Soit (fi)i∈J1,nK une base de F .
Une base de E ⊗ F est (e⊗ f1, . . . , e⊗ fn), et

n∑
j=1

λj(e⊗ fj) = e⊗
( n∑

j=1

λjfj

)
.

Tout élément de E⊗F est donc un tenseur simple ! Ainsi, l’ap-
plication

F −→ E ⊗ F

y 7−→ e⊗ y

est un isomorphisme.
4. Montrons que l’application ϕ existe et est nécessairement nulle.

On a, pour tout x ∈ E et y ∈ F

f(x) = f(x) + 0 = ϕ(x⊗ 0) = 0 = ϕ(0⊗ y) = g(y) = 0.

D’où, f = 0 et g = 0.
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2 Exercice 2. Isomorphismes canoniques
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie.

1. a) Montrer que l’application E × F → F ⊗ E donnée par
(x, y) 7→ y ⊗ x est bilinéaire. En déduire qu’il existe une
unique application linéaire

f : E ⊗ F → F ⊗ E

qui vérifie f(x⊗y) = y⊗x, pour tout x ∈ E et tout y ∈ F .

On construit de même une application linéaire

g : F ⊗ E → E ⊗ F

telle que g(y ⊗ x) = x⊗ y.
b) Montrer que f ◦g = idF⊗E et g◦f = idE⊗F . En particulier,

f et g réalisent des isomorphismes entre E ⊗ F et F ⊗E.
2.

1. a) L’application

ϕ : E × F −→ F ⊗ E

(x, y) 7−→ y ⊗ x

est linéaire à gauche car · ⊗ · est linéaire à droite, et ϕ est
linéaire à droite car ·⊗· est linéaire à gauche. Par propriété
universelle, on sait que ϕ induit une unique application
linéaire f : E ⊗ F → F ⊗ E.

b) Soit z ∈ E ⊗ F . On pose z =
∑n

i=1(xi ⊗ yi) avec xi ∈ E
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et yj ∈ F . Alors,

g(f(z)) = g
(
f
( n∑

i=1

xi ⊗ yi

))
=

n∑
i=1

g(f(xi ⊗ yi))

=
n∑

i=1

g(yi ⊗ xi)

=
n∑

i=1

xi ⊗ yi

= z.

D’où, g ◦ f = idE⊗F . De même, f ◦ g = idF⊗E.
2. Pour f ∈ E∗ et g ∈ F ∗, l’application

E × F −→ k

(x, y) 7−→ f(x) g(y)

est bilinéaire. Ainsi, par propriété universelle, elle induit une
application linéaire

P (f, g) : E ⊗ F −→ k

x⊗ y 7−→ f(x) g(y).

L’application

P : E∗ × F ∗ −→ (E ⊗ F )∗

(f, g) 7−→ P (f, g)

est bilinéaire donc, par propriété universelle, elle induit une
unique application linéaire

γ : E∗ ⊗ F ∗ −→ (E ⊗ F )∗

f ⊗ g 7−→ P (f, g).
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De plus, soit (ei)i une base de E et (fj)j une base de F . Une
base de (E ⊗ F )∗ est donnée par ((ei ⊗ fj)

∗)i,j. On vérifie que

γ(e∗i ⊗ f ∗
j ) = (ei ⊗ fj)

∗

par

γ(e∗i⊗f ∗
j )(ek⊗f`) = P (e∗i , f

∗
j )(ei⊗f`) = e∗i (ek)×f ∗

j (f`) = δi,k×δj,`.

Ainsi γ est surjective. On conclut par égalité des dimensions :

dim(E
∗ ⊗ F

∗
) = dim(E

∗
) dim(F

∗
) = dim(E) dim(F ) = dim(E ⊗ F ) = dim((E ⊗ F )

∗
).

D’où, γ est un isomorphisme.
3. L’application

E∗ × F −→ Hom(E,F )

(λ, y) 7−→ (x 7→ λ(x)y)

est bilinéaire, donc par propriété universelle, elle induit Φ.

Une base de Hom(E,F ) est donnée par les hi,j : x 7→ e∗i (x)fj.
Or, hi,j = Φ(e∗i , fj), donc Φ est surjective.
Enfin, on a

dim(E∗⊗F ) = (dimE∗)(dimF ) = (dimE)(dimF ) = dim(Hom(E,F )).

D’où, Φ est un isomorphisme.

– 5/6 –– 5/6 –– 5/6 –



Table des matières

Produits tensoriels 1
1 Exercice 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
2 Exercice 2. Isomorphismes canoniques . . . . . . . . . 3

– 6/6 –– 6/6 –– 6/6 –


	Produits tensoriels
	Exercice 1.
	Exercice 2. Isomorphismes canoniques


